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RESUME ET MOTS CLES

RESUME

Ce mémoire contient une preuve du théoréme de Kazhdan et Lusztig [25] qui
relie, d’une part, la cohomologie d’intersection des variétés de Schubert dans la
variété de drapeaux d’un groupe algébrique complexe réductif G, et, d’autre part,
les polynémes de Kazhdan-Lusztig dans 'algébre de Hecke du groupe de Weyl
de G. Ce théoréme est utile pour le calcul des multiplicités dans les modules de
Verma.

L’approche utilisée, due & MacPherson et esquissée par Springer [29], implique
une opération de convolution, dont nous étudions les propriétés dans un contexte
abstrait au chapitre 2. Le contexte qui nous intéresse est celui de la catégorie
dérivée constructible des complexes de faisceaux (chapitre 3), dans laquelle les
complexes d’intersection jouent un réle trés important (chapitre 4). Le chapitre 1

contient les résultats de base sur les variétés de drapeaux et les algébres de Hecke.

MOTS CLES

Polynémes de Kazhdan-Lusztig, algébres de Hecke, variétés de drapeaux, va-
riétés de Schubert, cohomologie d’intersection, faisceaux pervers, convolution,

théorie de la représentation, modules de Verma.
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ABSTRACT AND KEY WORDS

ABSTRACT

This thesis contains a proof of a theorem of Kazhdan and Lusztig [25] which
links, on one hand, the intersection cohomology of Schubert varieties in the flag va-
riety of a reductive complex algebraic group G, with, on the other hand, Kazhdan-
Lusztig polynomials in the Hecke algebra of the Weyl group of G. This theorem
is intrumental in the computation of multiplicities in Verma modules.

The approach we use, due to MacPherson and sketched by Springer [29], relies
on a convolution operation, of which we study the properties in an abstract setting
in Chapter 2. The setting of interest to us is that of the constructible derived
category of sheaf complexes (Chapter 3), in which the intersection complexes
play a very important role (Chapter 4). We first review some basics facts about

flag varieties and Hecke algebras in Chapter 1.

KEY WORDS

Kazhdan-Lusztig polynomials, Hecke algebras, flag varieties, Schubert varie-

ties, intersection cohomology, perverse sheaves, convolution, representation theory,

Verma modules.
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INTRODUCTION

L’algébre de Hecke 5#(W) d’un groupe de Coxeter W a été introduite pour
étudier les représentations des groupes de Chevalley en caractérisque positive. Il
s’agit d’une déformation de 1’algébre du groupe, Z[W], obtenue en y introduisant
une indéterminée q. En y ajoutant également formellement P'inverse g ! degq, il
est possible de munir #(W) d’une importante involution ¢.

Kazhdan et Lusztig ont montré, dans leur article fondamental [24], qu’il existe
une base de #(W), « la plus simple possible », qui soit adaptée & cette involu-
tion, c’est-a-dire dont les éléments soient auto-duauz. Il est nécessaire pour cela
d’introduire également une racine carrée g*/2 de g.

En exprimant les éléments C,, de la base de Kazhdan-Lusztig en terme des
éléments T, de la base usuelle, on obtient des polynémes P; ., en g, appelés poly-
noémes de Kazhdan-Lusztig. Il est remarquable que, malgré P'introduction de gt
et de ¢'/2, nécessaire pour avoir une « bonne » théorie de la dualité sur J(W),
ces polyndmes ne contiennent ni puissance négative, ni puissance fractionnaire
de gq.

Ces polynomes satisfont des relations de récurrence compliquées qui les rendent
difficiles a calculer explicitement. Il était conjecturé sur des bases empiriques que
leurs coefficients étaient toujours positifs.

Kazhdan et Lusztig on montré dans [25] que cette conjecture était vraie au
moins lorsque W est le groupe de Weyl d’un groupe algébrique complexe réductif
G. En effet, dans ce cas, on peut interpréter les coefficients des polyndmes de
Kazhdan-Lusztig comme des dimensions de groupes de cohomologie des cellules

de Schubert X (w) dans la variété de drapeaux G/B de G.
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La théorie cohomologique appropriée n’est pas la théorie usuelle, mais plutot
celle de la cohomologie d’intersection, qui avait été introduite quelques années
plus tot par Goresky et MacPherson. Cette théorie, qui généralise la théorie de
la cohomologie usuelle pour les variétés non singuliéres, a été développée dans le
but de garantir une dualité de Poincaré pour une classe plus générale d’espaces
pouvant avoir des singularités, les pseudo-variétés.

Une version faisceautique de la cohomologie d’intersection a également été
développée par Deligne, Beilinson, Bernstein et Gabber, produisant un compleze
d’intersection ZC*(X) pour chaque pseudo-variété X. Pour pouvoir caractériser
efficacement ce complexe, cependant, il est nécessaire d’élargir notre point de
vue pour le considérer, non pas comme un objet dans la catégorie des complexes
de faisceaux sur X, mais plutdt dans sa catégorie dérivée. Les complexes d'in-
tersection, normalisés de fagon appropriée, y sont auto-duaux pour la dualité de
Verdier.

Le « théoréme de Kazhdan-Lusztig » est en fait Paffirmation que le complexe
d’intersection ZC*(X (w)) correspond & I’élément de base C,, dans Palgébre de

Hecke 5 (W), ce qui se traduit plus précisément par le fait que, pour z,w € W,

P =) dim IF (X (w)). ¢/ T,
zeW

ot IH*(X (w)). désigne la fibre de la cohomologie H*(ZC*(X (w))) en un point de
la cellule de Schubert X (z).

Cette identification entre deux objets, I'un de nature combinatoire et I’autre
de nature topologique, a deux conséquences remarquables. Premiérement, comme
mentionné plus t6t, cela fournit une « explication » géométrique de la positivité
des coefficients des polynémes de Kazhdan-Lusztig. Par ailleurs, le fait que les
polynémes de Kazhdan-Lusztig ne contiennent aucune puissance fractionnaire de
g implique que les variétés de Schubert n’ont pas de cohomologie en dimension
(réelle) impaire. Ceci signifie que, bien que 'on ait élargi notre point de vue pour
considérer la variété de drapeaux comme un variété réelle, on se rend compte a
posteriori que toute son information cohomologique se trouve localisée en dimen-

sions réelles paires, c’est-a-dire correspondant & des dimensions complexes.
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Suivant I'idée de MacPherson [29, 30}, nous obtenons ce résultat comme un
des aspects d'une correspondance un peu plus forte, et par le fait méme une preuve
beaucoup plus « parlante » du théoréme que la preuve originale [25]. En effet,

il existe une opération de convolution sur 'ensemble des complexes de faisceaux

sur G/B de la forme

Pvser,

weW
ot chaque V) est un espace vectoriei gradué, jouant le réle de multiplicité, et Z7,
le complexe d’intersection IC'(m), normalisé de fagon approprié. Pour que
cette opération soit bien définie et jouissent de bonnes propriétés, il est nécessaire
de travailler dans la catégorie dérivée des complexes de faisceaux.

Nous allons montrer qu'’il existe un isomorphisme A de cet ensemble sur une
sous-structure de ’algébre de Hecke 52°(W). Sous cet isomorphisme, le produit
de convolution et la dualité de Verdier correspondent, respectivement, & la mul-
tiplication dans ’algébre de Hecke et & la dualité ¢. De plus, pour tout w € W,
le complexe d’intersection Z? correspond a 1’élément de base C,,.

Cependant, cette opération de convolution est trés artificielle au niveau (de
la catégorie dérivée) des complexes de faisceaux sur X := G/B, mais on peut
la définir de facon trés naturelle sur X x X, dont les orbites pour laction de G

correspondent aux orbites pour B dans X, c’est-a-dire les cellules de Schubert.

Le théoréme de Kazhdan-Lusztig ne serait que modérément intéressant s'il
n’avait pas de conséquences, puisque, aprés tout, il ne fait qu’identifier ensemble
deux objets, de nature différente, certes, mais issus d’une méme quéte de la dua-
lité. D’ailleurs, il suffit de jeter un coup d’oeil aux théorémes 1.17 et 4.22 pour
remarquer une certaine ressemblance dans les conditions qui caractérisent les élé-
ments de base de Kazhdan-Lusztig et les complexes d’intersection.

Cependant, le théoréme de Kazhdan-Lusztig est crucial dans la démonstration
de la conjecture de Kazhdan-Lusztig [24], exprimant les multiplicités des modules

de Verma en terme des polyndmes de Kazhdan-Lusztig.



4

Plus précisément, soit g une algébre de Lie semi-simple, h une sous-algébre de
Cartan et b la sous-algébre de Borel de g contenant f. Notons p la demi-somme
des racines de g relativement & .

Pour w € W, soit M, le module de Verma de poids —w(p) — p, c'est-a-dire
My, = $4(g) ®u(sy D—w(p)—p»

ou il désigne le foncteur d’algébre enveloppante universelle et D_,(,)—, est le
b-module de dimension 1 obtenu par ’extension par 0 de —w(p) — p & b.

Les modules de Verma, bien qu’ils soient en général de dimension infinie, sont
bien compris. Cependant, chaque module de Verma M, a un unique quotient
simple L,,, qui lui ’est beaucoup moins.

La conjecture de Kazhdan-Lusztig affirme que les caractéres formels de M,

et L,, sont reliés par la formule

ch Ly = »_(~1){H= P, (1) ch M,
zeW

qui est équivalente a la formule

ch My = > Puguuwoa(1) ch L,
zeW

dans laquelle w, désigne ’élément le plus long de W.

La preuve de la conjecture de Kazhdan-Lusztig a été obtenue indépendamment
par Beilinson et Bernstein (1} ainsi que Brylinski et Kashiwara [9, 10].

La preuve de Beilinson et Bernstein utilise une version de la correspondance
Riemann-Hilbert qui identifie la catégorie des 2-modules a singularités holonomes
avec la catégorie des faisceaux pervers. On peut ainsi identifier les quotients
simples des modules de Verma avec les complexes d’intersection, et les modules
de Verma eux-méme avec les complexes constants. Ce sont, respectivement, les
objets simples et « bien compris » dans les catégories correspondantes.

C’est dans cette optique qu'il faut considérer le théoréme de Kazhdan-Lusztig.
Les polynomes de Kazhdan-Lusztig sont des objets combinatoires obtenus a partir
d’une géométrie sous-jacente qui permettent de calculer des choses en théorie de

la représentation.
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Il serait ainsi souhaitable de pouvoir interpréter géométriquement la construc-
tion de I’algébre de Hecke pour tout groupe de Weyl W, afin d’en obtenir des béné-
fices en théorie de la représentation (une telle interprétation existe, par exemple,
dans le cas oi W est un groupe de Weyl affin).

Il faut donc considérer le cas ot W est un groupe de Weyl, décrit dans ce
mémoire, comme le cas facile d’'un programme plus général en théorie de la re-
présentation (voir [28] par exemple). Il est important de bien le maitriser afin
d’espérer pouvoir généraliser les enseignements qu’il nous apporte a des cas plus

généraux.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous exposons de fagon succinte les concepts et les résultats
qui nous seront nécessaires & propos des variétés de Schubert (section 1.1) et des
algébres de Hecke (section 1.2), principalement dans le but d’établir la notation
qui sera utilisée par la suite. Nous omettrons la plupart des preuves, mais on peut
se référer & [5] ou [22] pour les généralités sur les groupes algébriques, [27] pour

les variétés de drapeaux, ainsi qu’a [23] ou [24] pour les algébres de Hecke.

1.1. VARIETES DE SCHUBERT

1.1.1. La variété de drapeaux G/B

Soit G un groupe algébrique compleze réductif (connexe). Désignons par %
I’ensemble des sous-groupes de Borel de G, c’est-a-dire de ses sous-groupes so-
lubles connexes maximaux.

Les sous-groupes de Borel de G étant tous conjugués, ’action de G par conju-
gaison sur & est transitive. Si I’on fixe un sous-groupe de Borel B de G, on peut
identifier %, en tant que G-ensemble, avec ’ensemble des translatés G/B, sur

lequel G agit par multiplication & gauche, via
gBg™' — gB.

(Cette correspondance est bien définie car un sous-groupe de Borel est son propre

normalisateur.)
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Théoréme 1.1. Cette identification confére une structure de variété projective

lisse @ AB. Cette structure ne dépend pas du sous-groupe de Borel B choisi.

Nous appelerons %, muni de cette structure, la variété de drapeauzr de G.

Nous la noterons habituellement X = G/B.

Le terme « drapeau » provient de l’exemple suivant.

Exemple 1.2. Soit G := GL(n, C) le groupe linéaire général. Le sous-groupe B
des matrices triangulaires supérieures est un sous-groupe de Borel de G. On peut

identifier la variété de drapeaux G/B avec l’ensemble des suites
0=W<WV<..<V,=V

de sous-espaces vectoriels de C™ telles que dimV; =14,i=1,...,n.

1.1.2. Groupe de Weyl

Soit T un tore maximal de G et N(T') son normalisateur.

Définition 1.3. Le groupe de Weyl de G est le groupe quotient

W := N(T)/T.

Les tores maximaux de G étant tous conjugués, on peut vérifier que cette
définition ne dépend pas du choix du tore maximal T. De plus, le groupe de Weyl

de G est toujours un groupe fin.

Exemple 1.4. Dans le cas de G := GL(n,C), le sous-groupe T' des matrices
diagonales est un tore maximal, et on a W = §,,, le groupe symétrique sur n

éléments.

Le choix d’un sous-groupe de Borel B contenant T détermine un ensemble de

générateurs S de W, appelés réflezions simples, qui confére au groupe de Weyl
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W une structure de groupe de Cozeter, c’est-a-dire que les seules relations entre

les réflexions simples s; € .S sont de la forme

(si85)™ =

avec m;; = 1 et m;; = m ;. En particulier, cela signifie que les réflexions simples
sont des involutions.

Puisque chaque élément w € W peut s’écrire comme un produit de réflexions
simples, nous appelerons longueur de w le nombre minimal /(w) de réflexions
simples nécessaires pour obtenir W. Une décomposition w = s;-- -8, sera dite
réduite si elle est de longueur minimale, c’est-a-dire si 7 = [(w) (les décompositions

réduites ne sont pas uniques en général).

Exemple 1.5. Pour w € W, nous avons [(w) = 0 si et seulement si w = 1, et

[(w) =1 si et seulement si w € S.

On peut prouver que W contient un unique élément de longueur maximale,
que nous noterons wWe.
A partir de maintenant, nous considérerons toujours un sous-groupe de Borel

B de G fizé, ainsi que la stucture de groupe de Coxeter résultante sur W.
1.1.3. Décomposition de Bruhat

Choisissons une section W — N(T'), w — 1w, de fagon arbitraire.

Le point wB € G/B ne dépend pas du choix de la pré-image v de w, car
T C B. Par ailleurs, on peut remarquer que ’ensemble des points de la forme
wB, w € W, est exactement 1’ensemble des points fixes pour 'action de 7' par
multiplication & gauche sur G/B.

L’intérét du groupe de Weyl dans I’étude de la variété de drapeaux G /B vient
du fait que chaque orbite pour B (agissant par multiplication & gauche) dans

G/ B contient un unique point de la forme wB, w € W.



Définition 1.6. La cellule de Bruhat (ou de Schubert) associée & w € W est
X(w) :=B-wB,

I’orbite du point wB sous 'action de B.

Remarque 1.7. La cellule de Schubert X (w) est quelquefois notée abusivement

BwB ou méme BwB, mais il ne faut pas la confondre avec le double translaté
BuwB CG.

Nous avons donc la décomposition de G/B comme 'union disjointe
G/B= || X(w);
weW
c’est la décomposition de Bruhat de G/B.

A la lumiére du théoréme suivant, cette décomposition donne un portrait de

G/ B particuliérement simple.

Théoréme 1.8. Pour w € W, la cellule de Bruhat X (w) est un espace affin de

dimension l(w), c’est-a-dire que

X (w) = AN,
La wvariété de Schubert X (w) est 'adhérence de la cellule de Bruhat X (w).
L’adhérence d’une orbite étant constituée d’orbites complétes, cela définit un

ordre partiel sur W, appelé I'ordre de Bruhat :

z<w < X(z)C X(w) <= X(z) C X(w).

Nous pouvons donc écrire

X(w) = | | X().

Remarquons que si z < w, alors il est clair que I(z) < l(w).
Le théoréme suivant donne une caractérisation combinatoire de ’ordre de

Bruhat sur W ayant un sens pour n’importe quel groupe de Coxeter.
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Théoréme 1.9. Pour z,w € W, les énoncés suivants sont équivalents.
(1) z < w.
(2) Il existe une décomposition réduite w = s1---Syw) de w telle que T =
Siy -+ 8, avec 1 <y < ... <14 < l(w).
(8) Pour toute décomposition réduite w = s1---Syw) de w, on peut écrire
T=s; 8, avecl <43 < ... <i <l(w).

r

Proposition 1.10. L’ordre de Bruhat sur W a les propriétés suivantes.

(1) Pour w € W et s € S, ou bien sw < w, ou bien sw > w.
(2) Pour tout w € W, w < w..

(3) Pour z,y € W, on a x <y si et seulement 8t woy < WoT.

1.1.4. Résolution de Bott-Samelson

Bien que la variété de drapeaux G/B = X(w,) soit lisse, les variétés de
Schubert X_(w_i, w € W, sont singuliéres en général. Elles sont constituées de
cellules de Schubert, qui sont des espaces affins, donc lisses, mais il peut apparaitre
des singularités lorsqu’on les recolle ensemble. Ceci n’est cependant pas le cas

lorsque I(w) = 1.

Exemple 1.11. La variété de Schubert X(s) = X (s) LU X (1) = Al L1 A® est une

droite projective.

Dans certaines situations, il est utile de pouvoir remplacer la variété de Schu-

bert X (w) par une variété lisse Z(w) qui n’en différe pas beaucoup, c’est-a-dire

avoir une résolution des singularités
Z(w) - X(w).

Il existe une facon standard de résoudre les singularités d’une variété de Schu-

bert X (w), appelée résolution de Bott-Samelson. L’idée est de « factoriser » la

variété X (w) en ses différents « facteurs » X(s1),...,X(s;), qui sont des droites
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projectives, ol w = s; - - - S, est une décomposition réduite de w. Voyons comment
on construit cette résolution.

Soit w € W, et choisissons une réflexion simple s € S telle que sw < w;
écrivons w = sw’. Alors, si on note P(s) le sous-groupe parabolique minimal de

G associé & s et contenant B, c’est-a-dire
P(s) := BU B$B,

alors on a la factorisation

X(w) = X(sw') = P(s)X(w).

Ceci signifie que 'application naturelle

P(s) x X(w') = X(w)

induite par Paction de P(s) C G sur G/ B est surjective.
Si X et Y sont deux variétés sur lesquelles un groupe G agit a droite et &

gauche, respectivement, on définit la variété X x¢Y comme le quotient de X xY

pour l'action de G donnée par

g- (IE,y) = (m'g—lvg'y)

(si ce quotient existe). Cela veut dire que la variété X x¢Y est obtenue de X xY
en identifiant les points de la forme (z - g,y) avec ceux de la forme (z,g - y).
Puisque, dans notre cas, le sous-groupe de Borel B agit & droite sur P(s) et &

gauche sur X (w'), on peut former le quotient P(s) x g X (w’). Alors, I'application

naturelle P(s) x X (w') — X (w) passe au quotient pour donner une projection

7: P(s) xg X (w') - X(w),

puisque (pg~*)(gz) = pz.

Lemme 1.12. La projection 7 : P(s) xg X(w') - X(w) est propre et biration-

nelle.

Remarquons de plus que, en faisant agir B a gauche sur le facteur P(s) de

P(s) xg X (uw'), la projection 7 est B-équivariante.
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Si nous choisissons une décomposition réduite w = s; - - - 5, de w, nous pouvons
itérer le processus. En effet, en posant w; := s;---S,, puisque w; = S;W;y; avec

I{w;) = l(w;4+1) + 1, pour chaque i nous obtenons une projection

mi 0 P(si) XB X (wiy1) = X (wi)

et en les combinant toutes ensemble, nous obtenons

m: P(s1) Xg -+ Xp P(s;) xg X(1) = X(w,) = X(w).
Posons Z(w) := P(s;) g --- xg P(s;) xp X(1).

Puisque X (1) = X (1) est un singleton, on peut identifier Z(w) avec
P(sy) xg--- xp P(s,)/B;

nous 'appelerons variété de Bott-Samelson associée 6 w. Notons que cette cons-
truction dépend de la décomposition réduite w = s; - - - s, choisie.
De fagon équivalente, Z(w) est le quotient de P(s;) x - - - x P(s;) pour l'action

de B" donnée par

(bla b27 ey bT) : (plap2: o ap’r) = (plbl—la b1p2b2_1, ey b‘r—lp'rb:l)-

B agit encore sur Z(w) par multiplication & gauche sur le premier facteur

P(s1), et cela rend B-équivariante la projection

7I-([pla v )pTB]) =p1-- p'rB

Le lemme 1.12 implique le théoréme suivant.

Théoréme 1.13. Pour tout w € W, m : Z(w) - X(w) est une résolution des

singularités de la variété de Schubert X (w).

1.2. ALGEBRES DE HECKE

Dans cette section, W désigne un groupe de Coxeter quelconque muni de son
ensemble de réflexion simples S. Nous nous intéressons bien str plus particulié-
rement au cas ou W est un groupe de Weyl et S est déterminé par le choix d'un

sous-groupe de Borel B.
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1.2.1. Définition

Considérons 'anneau Z[g*/?] des polynomes de Laurent en ¢'/? avec coeffi-

cients entiers.

Définition 1.14. L’algébre de Hecke 5#(W) de W est définie comme 1’algébre
libre sur Z[g*'/?] avec éléments de base T,,, w € W, et la multiplication définie

par les formules :

TwTw' = dyuw' si l(’lU’LU,) = l(’LU) + l(’U)’),

(Te+1)(T,—q)=0 si seb.

Il faut en fait vérifier que ces formules définissent bien une structure d’algébre
sur (W), ce que nous ne ferons pas ici (voir [23]). Elles sont équivalentes aux
formules

Tsw si sw > w,
T.T, = (1.2.1)

(¢g— 1Ty +qTs, sisw<w.
En spécialisant g & 1, on obtient I’algébre du groupe Z[W], c’est-a-dire que le
morphisme d’évaluation ¢ +— 1 induit un épimorphisme S (W) — Z[W]. 11 faut
donc considérer g comme un paramétre formel qui a été introduit pour « défor-

mer » ’algébre du groupe Z[W].

Remarque 1.15. Dans le cas ot W est le groupe de Weyl d’un groupe algébrique
réductif G, il y a une analogie entre la multiplication des éléments de base dans
Palgébre de Hecke et la combinatoire des doubles translatés de B dans G. Si on

note G, := BwB C G pour w € W, on a les égalités suivantes :

Gsw si sw > w,

Gs * Gw ==
G UG, sisw < w.
On voit qu’elles sont analogues aux formules de multiplication dans S (W).
En fait, on remarque que les coefficients dépendants de g qui apparaissent

dans (1.2.1) sont choisis de telle sorte que l'application ¢ : S2(W) — Z[g*'/?]
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qui envoie I’élément de base T,, sur ¢'), c’est-a-dire

(p( Z awTw> = Z awg™,

weW weWw

soit un homomorphisme d’anneaux.

En effet, si sw > w, alors [(sw) = l(w) + 1 et on a bien
O(T)p(Tw) = gg™ = ¢ = (Tow)-
Dans le cas ot sw < w, on a l(sw) = l(w) — 1, encore ¢(Ts)p(Tr) = ¢+, et
0(qTww + (g — DTw) = g¢' ™7 + (g — 1)¢'™ = ¢+

La multiplication dans 5% (W) semble donc pouvoir étre interprétée comme
une version algébrique (ou combinatoire) de la multiplication des éléments corres-
pondants aux cellules de Schubert dans X. Remarquons que si nous travaillions
en caractéristique p et que nous pensions encore & X (w) comme l'espace affin

Al®) | alors X (w) compterait précisément ¢"®) points F,-rationnels.

Lorsque W est un groupe de Weyl, on aimerait donc penser au vecteur de
base T,, comme étant 1’analogue algébrique de la cellule de Schubert X (w). On
peut considérer le reste de ce mémoire comme une facon de donner un sens précis
a cette idée un peu floue. Nous tacherons d’obtenir une réalisation géométrique,

ou topologique, de l'algébre de Hecke de W.

1.2.2. Théoréme de base de Kazhdan-Lusztig

La base (T, )wew est utile pour la définition de S#(W), mais, en pratique,
une autre base est plus intéressante.
Remarquons tout d’abord que chaque élément de base T, de J& est inversible.

En effet, pour s € S, (1.2.1) implique que
T =q¢ ' T+ (¢t = 1). (1.2.2)

I1 suit donc que pour w € W quelconque, en choisissant une décomposition réduite
W = 51898, de w, puisque T, = T4, T, - - Ts,, alors T, est inversible et son

inverse est Tt = T.7t- - TIT; L
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Remarquons que c’est la présence de I'inverse ¢~! de g nous permet d’inverser
les éléments de base.

Il y a sur Z[g*"/?] une involution qui consiste & inverser les signes des puis-
sances de ¢%/2, c’est-a-dire induite par ¢/ — ¢~'/2. Si a est un élément de
Z[q*/?), nous noterons @ son image sous cette involution.

Définissons une application ¢ : S#2(W) — (W) en posant

L( Z awTw) = Z Uw uj_ll.
weW weW

1l est possible de vérifier que cette formule définit une involution sur I’algebre
de Hecke 5#(W).

Exemple 1.16 (motivation pour ¢*/?). Nous aimerions construire une base de
(W) formée d’éléments auto-duaux pour . Remarquons que pour s € S, I'élé-

ment T + 1 est presque auto-dual, car, en utilisant (1.2.2), on trouve
T+ 1) =q¢ (T, + 1).

C’est pour cela qu’il est intéressant d’introduire une racine carrée de g, car alors
)

on a

L(q_1/2(Ts +1)) = q1/2L(Ts +1) = q_l/z(Ts +1).

On voudrait donc obtenir une base de J# (W) formée d’éléments C,,, auto-
duaux, qui soient « les plus simples possibles » quand on les exprime en terme
des T,,. C’est ce que nous donne le résultat fondamental suivant, dont la preuve

est élémentaire mais technique (voir [23] ou [24]).

Théoréme 1.17 (Kazhdan et Lusztig, [24]). Pour chaque w € W, il eziste un
unique élément Cy, € J tel que 1(Cy) = Cy, €t

Cw = q_l(w)ﬂ Z Pm,wTJ:a

r<w

ot P,,, est un polyndme en q de degré < L(l(w) — l(z) — 1) pour z < w, et

2
Pow=1.
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On appelle polynémes de Kazhdan-Lusztig les polynémes P, ., du théoréme
précédent. Par commodité, on pose P, = 0siz & w, afin de pouvoir écrire
Cw=2_, Pl

Mentionnons que les éléments C,, du théoréme sont ceux qui sont notés C,,
dans [24].

Remarque 1.18. Il est possible que prouver, & ’aide des relations de récurrence
obtenues au cours de la preuve du théoréme 1.17, que P ,(0) = 1si z < w.
Ceci signifie que 'on peut caractériser ’ordre de Bruhat sur W en terme des

polynémes de Kazhdan-Lusztig, puisque l’on a z < w si et seulement si P, ,, # 0.

Exemple 1.19. A partir du théoréme 1.17, on peut conclure que
Ci=T,=1 et Co=q YT, +1)

pour chaque réflexion simple s € S.

Remarque 1.20. Lorsque 1'on examine attentivement la preuve du théoréme
1.17, on constate que, pour prouver l'unicité des éléments C,,, et donc des poly-
némes P, ., on n’utilise pas ’hypothése que P, ., ne contienne pas de puissance
fractionnaire de g, mais seulement la condition sur les degrés. La preuve de I’exis-
tence nous apprend donc a posteriori qu'en fait, Py ., est un polynéme en g. Avec
exactement la méme preuve que le théoréme original, on obtient donc le théoréme

légérement raffiné suivant, qui nous sera utile plus loin.

Théoréme 1.21. Pour chaque w € W, il existe un unique élément C,, € S (W)
tel que 1(Cy) = Cyy et

Cw = q_l(w)/2 Z P:z,'wT:m

r<w

0t Py, est un polynome en ¢*/% de degré < l(w) — l(z) — 1 pour z < w, et

P, = 1. De plus, chaque P, ., est en fait un polynéme en q.
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Les propriétés des éléments C,, impliquent qu’ils forment en fait une base de
J€(W). Les polynémes de Kazhdan-Lusztig sont donc, & une normalisation prés,
les coefficients de la matrice de changement de base permettant d’exprimer les

C,, en terme des T,,.

Corollaire 1.22. (Cy)yew est une Z[g*'/?]-base de S2(W).

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 1.17, on a

Cp = q_l(w)/2Tw + Z q—l(w)ﬂPz,wa.

z<w

A partir de cette formule, on montre facilement par induction sur l(w) que
T,, est une combinaison Z[g*¥/?]-linéaire des C, avec z < w. Ceci prouve que les
Cy engendrent 52 (W).

Par ailleurs, si Y _a,C, = 0, si w est un élément de longueur maximale
apparaissant dans cette somme, par I’indépendence des Ty, on doit avoir a,, = 0.
En retirant w de la somme et en répétant ce procédé, on conclut que a, = 0 pour
tout z € W.

Donc les C,, sont linéairement indépendants.

O

Le théoréme 1.17 justifie 'introduction a prior: artificielle de la racine carrée
de 'indéterminée g dans 'algébre de Hecke 5#(W). En effet, sans elle, il est im-
possible d’obtenir un élément de base auto-dual C; associé & une réflexion simple.
La racine carrée de ¢ permet donc d’obtenir formellement de belles propriétés
pour la dualité, ce qui est 4 mettre en paralléle avec 1a construction de la coho-
mologie d’intersection qui sera exposée au chapitre 3, dont la motivation premiére
est d’obtenir une dualité de Poincaré méme pour les espaces singuliers.

Nous commencerons cependant par définir et étudier, au prochain chapitre,

Vopération de convolution qui sera l’analogue topologique de la multiplication

dans V'algébre de Hecke.



Chapitre 2

CONVOLUTIONS

Dans ce chapitre, nous étudions abstraitement une opération de convolution
que ’on peut définir dés que 'on dispose d’un formalisme de foncteurs adéquat.

Nous allons donc tout d’abord décrire le contexte dans lequel nous pouvons
définir cette opération et en prouver les principales propriétés dans la section 2.1
avant de donner quelques exemples de situations dans lesquelles nous pouvons
définir un tel produit de convolution (section 2.2).

L’intérét de se chapitre réside dans le fait que tous les résultats obtenus pour-
ront &tre appliqués dans le cadre du contexte décrit au prochain chapitre; il
provient donc d'un désir d’extraire les propriétés essentielles, présentes dans le
cas de la catégorie dérivée constructible, nécessaires & ’existence d’un produit de
convolution qui se comporte bien.

Le traitement de cette section est relativement original, bien que son contenu

soit plus ou moins implicite dans [11] et [29].

2.1. PRODUIT DE CONVOLUTION

2.1.1. Axiomes

Soit % une sous-catégorie de la catégorie des espaces topologiques telle que
pour toute paire d’objets X et Y de %, le produit X x Y est aussi un objet de

%, et les projections
px X XY =X et py : X xY =Y

sont des morphismes dans % .
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Donnons-nous de plus un foncteur contravariant
A:C — o

a valeurs dans la catégorie & des semi-anneauz, c’est-a-dire des triplets (B, +, - ),
oll + et - sont deux lois de composition associatives sur B telles que - est distri-
butive sur +.

Alors & chaque objet X de ¥ est associé un semi-anneau A(X), et toute
fonction continue f : X — Y dans % induit un homomorphisme préservant les

deux opérations

[F=Af): AY) — A(X).

Remarque 2.1. En pratique, le foncteur A sera toujours & valeurs dans la ca-
tégorie des semi-anneaux possédant des neutres pour + et -, de sorte que l'on

demandera également que f* préserve les neutres :

F*(Oy) =0x et f*(1y)=1x.

II serait agréable, de plus, que chaque fonction f : X — Y induise une appli-
cation f, : A(X) — A(Y), mais ce ne sera pas réaliste en pratique. Il faudra se
restreindre au cas ou f est une fonction propre, c’est-a-dire que l'image inverse
par f d’un compact est compacte.

Nous allons donc supposer que chaque fonction propre f : X — Y induit un

homomorphisme pour 1’addition
fe t A(X) = A(Y)
de fagon fonctorielle, c’est-a-dire que

(fog)*=f*og*

chaque fois que cette équation a du sens.
Il est important de souligner que I’on ne demande pas que f, préserve ’opéra-

tion de multiplication. Nous demandons cependant que, pour une certaine classe
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de fonctions propres f : X — Y contenant au moins les projections & partir d’'un

espace compact, f, et f* satisfassent la formule de projection
filax - ffay) = fuax -ay, ax € A(X), ay € A(Y). (2.1.1)

Remarquons que cette formule serait évidemment vérifiée si f, préservait - et
que f.f* = 1. Ce ne sera cependant jamais le cas dans les exemples qui nous inté-
ressent, mais la formule de projection sera l’outil qui nous permettra de contourner

ce probléme.

Nous imposons un axiome de compatibilité supplémentaire aux morphismes
f*et f,. Si
x>z
gl lh
Y Q0 W
est un carré cartésien dans &, c’est-a-dire que c’est ’on peut identifier X avec le

produit fibré Y xXw Z, nous voulons que le diagramme

Ax) <T— az)

o | [

A(Y) ~— AW)
commute. C’est ce que nous appelerons la formule de changement de base.
Exemple 2.2. Si i : X — Y est l'inclusion d'un sous-espace compact (par

exemple si Y est compact et X fermé dans Y'), alors i*i, = 1, ce qui découle du

carré cartésien suivant.

Exemple 2.3. Si f: X — Y est un homéomorphisme entre deux espaces com-

pacts, d’inverse g, le carré cartésien suivant nous dit que f* = g,. (En particulier,



si 0 : X — X est un homéomorphisme involutif, on a * = o,.)

f
X —Y

| |5

X —X
1

Dans ce cas, la formule de projection est une conséquence de la formule de

changement de base, car
fulax - fray) = g*(ax - f*ay) = g*ax - ¢"f*ay = g"ax - ay.
Remarque 2.4. Dans le cas ot A est un foncteurs d’algébres (sur un certain
corps ou anneau de base), les projections
px : X XY =X et py: X xY =Y,
qui induisent des homomorphismes
px*AX) - A(X XY) et py": AY) — A(X xY),
donnent lieu & un homomorphisme de Kiinneth
K:=px* py*: AX)®A(Y) —» A(X xY)
En pratique, ce sera souvent un isomorphisme. Nous avons les identités
px*ax =ax Wly et py*ay = 1x May,

pour tout ax € A(X) et ay € A(Y).

2.1.2. Convolution et propriétés

Si X3, X5 et X3 sont trois objets de ¥ et que X, est compact, nous pouvons

définir une application
* 1 A(Xl X Xz) X A(Xz X X3) — A(.Xl X X3)

par la formule

a19 % Qg3 := P13, (P12" 12 - P23*a23) (2.1.2)
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ol les projections pi3, pas et pi3 sont explicitées dans le diagramme suivant.

Xl X X2 X X3
P12 p23
pi3

X1XX2 Xl XX3 X2XX3

La condition que X soit compact est nécessaire pour garantir que la projection
P13 - X1 X Xg X X3 — X7 x X3, dont les fibres sont X5, soit propre.

Nous allons maintenant établir les propriétés de base de cette opération.

Proposition 2.5. L’opération * est distributive sur +, c’est-a-dire que l’on a

(@12 + b1p) x agg = @12 * Qg3 + biox agg et
@12 * (@93 + bos) = @1a * Qg3 + @10 * bos

pour aja, blg & A(X1 X Xg), Qao3, b23 € A(X2 X Xg)

DEMONSTRATION. Ceci découle directement de la distributivité dans A(X; x

Xo x X3) et du fait que les f* et f, préservent la somme. Par exemple, dans le
premier cas, nous avons
(@12 + b12) * ags = p13, (P12 (@12 + bia) - P23 a23)
= p13.((p12* @12 + P127b12) - Paz”anz)
= P13.(P12" 012 - P23* a3 + P12*b1a - Paz* )
= p13,(P12" 012 - P23 a23) + P13, (P127b12 - P23*ass)

= Q19 * Qo3 + D12 * ans3.

Proposition 2.6. Le produit de convolution est associatif, c’est-a-dire que si
ajp € A(.X1 X XQ), o3 € A(XQ X Xg) et asy € A(Xg X X4) avec X, et X3

compacts, alors l’égalité suivante est satisfaite dans A(X; x Xy) -

(CL12 * 6123) * Q3q = Q12 * (CL23 * a34).
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DEMONSTRATION. Ce sera une conséquence de 'associativité du produit dans
q p

A(X7 x Xo x X3 X X4) si nous parvenons & établir les formules

(@12 * ag3) * a3s = p1a,((p12" 012 - pas*ags) - pas™ass) et
a1z * (Gg3 * asg) = p1a,(p12"a12 - (P23 a23 - P34¥az4))

ol p;; dénote la projection X7 X Xy x X3 x Xy — X; x X;. Prouvons la premiére
égalité, la deuxiéme s’obtenant de fagon tout & fait similaire.

Tout d’abord, fixons les notations. Nous utiliserons la lettre p pour désigner
les projections & partir de X; x X5 x X3, qui sont impliquées dans la premiére
opération *,

X1 X X9 x X3
P12 l p1s P23
X1 x Xy X1 x X3 X9 x X3
et la lettre ¢ pour celles ayant pour domaine X; x X3 x X4, qui sont impliquées

dans la seconde.

X1 X X3 X X4
93 l q34
qgi4
X1XX3 X1XX4 X3XX4
Désignons également par p;jr les projections

X1XX2XX3XX4—->X,;XXjXXk.

Nous obtenons alors la série d’égalités suivantes qui permet d’établir la formule

voulue (la justification de chaque étape est donnée A la page suivante).

(a12 % ag3) * a34 = q14,(q13"P13.(P12" 012 - P23™023) - G347 a34) (1)
= q144(P134,P123" (P12" 012 - P23™023) - G347 a34) (2)
= q14.(P134, (P123"P127 012 - P123"P23" A23) - G347 A34) (3)
= qua.(P134. (P12 012 - P23"a23) - G34"a34) (4)
= 14,0134, (012" 022 * p23”a23) - 1347 G347 a34) (5)
= p1a.((p12"a12 - p23"an3) - p34”azq). (6)
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(1) Les deux opérations x sont remplacées par leur définition.

(2) On tire p1o3,013¢4" = pP13*qu3, du carré cartésien suivant.

X1XX2XX3XX4

y &\

.X1XX2XX3 X1XX3XX4

P13 q13

X 1 X X3
(3) pi123* préserve la multiplication.

(4) On a un diagramme commutatif
X1 X X2 X Xg X X4

123
P12 l p p23

X1XX2XX3

pi12 p23

Xl X Xg X2 X X3
duquel on tire que p1a™ = p123"P12” et pa3* = p123*Pas™.
(5) On applique la formule de projection (2.1.1) & f = p34.

(6) Le diagramme commutatif

X1 X Xz X X3 X X4
l P14
P£134

X1XX3XX4TX1XX4

nous garantit que P14, = 14,0134,-
dJ

Des propositions 2.5 et 2.6, il découle immeédiatement que, pour tout objet
compact X de &, la convolution définit sur A(X x X) une deuxiéme structure
de semi-anneau.

Par ailleurs, on peut appliquer la mécanique de la preuve de la proposition
2.6 telle quelle & un produit de r facteurs, ce qui nous donnera une formule utile

3 des fins de calcul.
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Explicitement, soient X1, ..., X, 1 des objets de ¥, tous compacts sauf peut-
étre X; et X,41. Notons p;, ¢ = 1,...,r, la projection de X; X --- x X, sur

X; x X;41 et p la projection X3 X --- x X, — X3 X X;41-

Lemme 2.7. Pour a; € A(X; X X;41), i =1,...,r, le produit a; x - - - * a, peut

étre calculé avec la formule

‘;' a; = P« (sz’*ai> .
=1 i=1

Nous voudrions également savoir jusqu’a quel point ’opération de convolution
est compatible avec 'opération de multiplication déja existante dans les semi-

anneaux. Par exemple, pour a1y € A(X; X X3), a3 € A(X2 X X3), nous aimerions

bien avoir une formule du genre
(@12 % ag3) - ¢ = agp * (ags - €).

Pour que cette formule ait un sens, il faut au moins que ¢ soit « indépendant de
sa premiére variable », de sorte que 'on puisse l'interpréter a la fois comme un
élément de A(X; x X3) dans le membre de gauche de I’équation et comme un
élément de A(Xs x X3) dans le membre de droite. La proposition suivante nous

dit que cette condition est suffisante.

Proposition 2.8. Pour ap € A(.Xl X XQ), Qo3 € A(X2 X Xg) et ag € A(Xs),

nousS avons
(012 * 023) -p3tag = ap* (023 : Q3*a3),

ol p3: X1 X X3 — X3 et g3: Xo X X3 sont les projections sur Xs.
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DEMONSTRATION. Cette propriété découle de 1'associativité dans A(X; x X3 X

X3) et de la formule de projection. En effet,

(012 * aza) 'pa*as = pla*(pm*am 'P23*(123) - p3tas

* (P12*al2 'P23*a23) 'P13*P3*as)

* (Plz*alz -p23*a23) 'p23*Q3*03)

P134(
P13
P13.(P127 012 - (P23*ags - pa3”gs*az))
P13.(P12*a12 - Pa3™(ags - g3"a3))

= a2 * (ag3 - g3 a3).

Nous avons utilisé la commutativité du diagramme suivant 4 la troisiéme ligne.

X1XX2XX3

X]XXg Xo x X3

x/

X3

Il existe bien str une version « a gauche » de cette formule :

pita - (al2 *G23) = ((11*0«1 : 012) * Q93.

2.2. EXEMPLES

Voyons maintenant quelques exemples de situations dans lesquels nos axiomes
sont satisfaits et dans lesquelles nous pouvons donc définir un produit de convo-
lution. Il peut é&tre instructif de relire les preuves de la section précédente dans le

contexte de chacun de ces exemples, cela les rend beaucoup plus limpides.

2.2.1. Correspondances

Prenons pour ¥ la catégorie des ensembles, considérée comme sous-catégorie

de la catégorie des espaces topologiques en munissant chaque ensemble de la
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topologie grossiére. Alors toute fonction
f: X—-Y

est continue, et également propre, car tous les espaces sont compacts.

Considérons le foncteur de semi-anneaux
X — P(X)

associant & chaque ensemble son ensemble de parties, muni de U comme loi ad-

ditive et N comme loi multiplicative, avec @ comme neutre additif et X comme

neutre multiplicatif.

Etant donné une fonction f : X — Y, nous disposons des applications d’image
inverse
fro PY) — P(X)
A = YA
et d’image directe
fo: P(X) — P(Y)
B~ f(B),

qui sont toutes deux fonctorielles.

Les formules
FHAUA) = fH(A) U FHA),
FHANA) = f7HA) N fH(A),
f(BUB) = f(B)U f(B'),
) =X, ffe)=2 et
f@)=2

nous garantissent que f* et f, ont les propriétés voulues. Cependant, f. ne pré-

serve pas M en général car on ne peut garantir seulement que
f(BNEB) c f(B)N f(B).
Cependant, on vérifie que la formule de projection est bel et bien valide :

f(ANfY(B)) = f(A)NB.
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La formule de changement de base est également vérifiée. En effet, si
X VA
o |»

Y

— W
k
est un carré cartésien, on a g, f* = k*h,, car, pour A C Z,

f
—_—

9(FH(A)) = {y € Y |Ziea k(y) = h(2)} = k' (h(4)).

Dans ce contexte, la définition de la convolution donne, pour A C X X Y et
BCcYxZ,

A*xB={(z,2) € X x Z|3yeyr (z,y) € A, (y,2) € B}.

Exemple 2.9. Si f est un fonction X — Y, son graphe

G(f) = A{(z, f(z)) |z € X}

est un sous-ensemble de X x Y. L’opération x sur les graphes n’est rien d’autre
que la composition de fonctions, c’est-a-dire quesiona f: X =Y et g:Y — Z,

alors

G(f)xG(g9) =G(fog).

C’est ce que Springer appelle le calcul des correspondances [30].

2.2.2. Fonctions scalaires

Prenons pour % la catégorie des ensembles, mais cette fois munis de la to-
pologie discréte. Toutes les fonctions sont encore continues, mais cette fois-ci les

fonctions propres sont les fonctions f : X — Y & fibres finies.

Soit A un anneau quelconque, et définissons
A(X) = AX

I’anneau des fonctions de X dans A, muni de ’addition et de la multiplication

des images.
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Sif:X — Y est une fonction entre deux ensembles, on a un homomorphisme
f*: AY) — A(X) défini par f*(p) = o f.
De plus, pour une fonction propre f : X — Y, on peut définir f, : A(X) —
A(Y), par la formule

@) = > o)

zef~1(y)

(cette somme est finie car f est & fibres finies).
On vérifie facilement que les définitions de f* et f. sont fonctorielles, que f*

est un homomorphisme d’anneaux et que f, est un homomorphisme de groupes

abéliens.

La formule de projection est vérifiée, car pour f : X — Y, p € A(Y), v €
AX)etyeY,ona

R d)w)= > o) )

zef~1(y)

=oy) >, ¥l

zef~1(y)

= p(y) - fub(v),
donc f.(f*¢ %) = ¢ - fu.

Maintenant, considérons le carré cartésien suivant.
X Z

g l lh

Y 0 w

Pour ¢ € A(Z) et z € Z, on calcule

@)= Y (o) = > olfx),

z€g~1(2) z€g~1(2)

¥
_—

tandis que

(K hap)(z) = () (k(2)) = D wly).

yeh~1(k(2))
Ces deux sommes sont égales puisque X =Y xw Z, donc on a bien g, f* = k*h,.
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Dans ce cas-ci, la formule que I'on obtient pour le produit de convolution

AX xY)RA(Y x Z) — A(X x Z) est donc (pour Y compact, c’est-a-dire fini) :

(f*9)(z,2) =) F(z,9)9(y, 2)-

yeY
On peut vérifier que ’homomorphisme de Kiinneth est bien un isomorphisme

ici, car
(f®g)(z,y) = f(z)g(y).

Les trois prochains exemples sont de nature (co)homologique.

2.2.3. Cohomologie de De Rham

Soit ¥ la catégorie des variétés différentielles et considérons
A(X) := Hpp(X)

la cohomologie de De Rham de X.
On sait qu’une application différentiable f : X — Y induit un homomor-
phisme
fro Q) — Q(X)
w = wof
au niveau des formes différentielles, qui descend au niveau de la cohomologie pour

donner
[ Hip(Y) — Hgp(X).

De méme, si f : X — Y est propre de fibre F, elle induit f. au niveau des

formes différentielles définie par

flw) = [w

On obtient donc
fo 1 Q(X) = QUY)

si la fibre F est de dimension d. Cet homomorphisme descend au niveau de la

cohomologie pour donner

fo Hip(X) = H3RY(X).
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On a ici un isomorphisme de Kiinneth :

qui préserve la graduation.
On a également des formules de projection et de changement de base, voir par
exemple [7].
Dans ce cas-ci, le produit de convolution, défini sur les formes différentielles
par
Wi * Wo3 = /X P12"wia A paz*wos
2

pour X, compact, nous donne un produit de convolution
* 1 H3p(X1 % Xo) ® Hip(Xe x X3) — Hip* (X1 x Xs),
ol d est la dimension de X5.
2.2.4. Homologie de Borel-Moore
On retrouve une construction semblable dans [11] au niveau de I’homologie

de Borel-Moore,
X — HPM(X),

pour laquelle il existe des applications f* et f. (pour les applications propres)

reliées par des formules de projection et de changement de base.

2.2.5. Catégories dérivées constructibles

Maintenant, passons a I’exemple qui a servi de modéle a la situation abstraite
décrite a la section 2.1.1 et qui sera décrit en détails au prochain chapitre.
Prenons pour ¥ la catégorie des variétés projectives complexes munies de leur

topologie usuelle (et non pas de Zariski) et considérons le foncteur
X — 2*(X),

associant & chaque variété X sa catégorie dérivée bornée constructible, munie de
la somme directe @ et du produit tensoriel dérivé @.

Alors, chaque morphisme f : X — Y induit

f o 9%Y) = 2%(X) et Rf,: D*(X)— 2™(Y),
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qui satisfont tous nos axiomes (voir la section 3.3).

On obtiendra donc une opération de convolution, définie par
f. *go — Rp*(pl*f. ®p2*go).

En considérant la variété de drapeaux X := G/B, ce sera une version G-
équivariante de 2*(X x X), munie de 'opération de convolution *, qui nous

permettra de réaliser géométriquement 1'algébre de Hecke J#(W).



Chapitre 3

LA CATEGORIE DERIVEE CONSTRUCTIBLE

Nous voulons définir une opération de convolution, telle que décrite au chapitre
précédent, qui nous permette d’interpréter géométriquement les opérations dans
Palgébre de Hecke d’un groupe de Weyl. On pourrait étre tenté de la définir au
niveau des faisceaux, ot on dispose de foncteurs f* et f, (section 3.1), mais le
foncteur f, ne se comporte pas suffisamment bien. Par exemple, contrairement &
f*, qui est exact, f, ne ’est pas en général.

11 est donc nécessaire de remplacer f, par son foncteur dérivé Rf,, ce qui nous
oblige & travailler au niveau de la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux.
Nous décrivons grossiérement les catégories dérivées et les foncteurs dérivés dans
la section 3.2.

En se restreignant aux objets de la catégorie dérivée une condition de construc-
tibilité (section 3.3.2), on obtient enfin une paire de foncteurs (f*, Rf.) satisfaisant
& tous nos axiomes.

Remarquons que, pour simplifier ’exposé en y éliminant le maximum de sub-

tilités, nous ne travaillerons qu’avec des espaces compacts.

3.1. LES FONCTEURS f* ET fs AU NIVEAU DES FAISCEAUX

Si X est un espace topologique, nous noterons Sh(X) la catégorie des faisceaux
de Q-espaces vectoriels sur X (la notation fait référence au mot anglais sheaf).
Nous allons supposer connus la plupart des concepts de base relatifs au faisceaux
(voir [16] ou [20] par exemple), mais nous nous attarderons quand méme sur un

point qui mérite une attention particuliére ici.
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Si f: X — Y est une application continue, nous disposons de deux foncteurs
f*:Sh(Y) — Sh(X) et f.:Sh(X)— Sh(Y)

au niveau des faisceaux.

Le foncteur f, d’image directe est défini sur un faisceau F € Sh(X) par

Proposition 3.1. Le foncteur f. : Sh(X) — Sh(Y') est exact & gauche.

Exemple 3.2. Si j : X — Y est l'inclusion d’'un fermé X dans un espace
topologique Y et F un faisceau sur X, alors j,.F est ’extension de F par O,
c’est-a-dire que
_ Fe size X,
(JuF )z =
0  sinon.

Ceci implique que, dans ce cas, le foncteur 7, est exact.

Le foncteur f* d’image inverse, pour sa part, est défini pour G € Sh(Y') par
(fG)U) == lim G(V).
Vo F(U)

En tant qu’espace étalé, f*G est le produit fibré faisant commuter le dia-

gramme suivant.
G —¢

L,

X —Y
En particulier, la fibre de f*G au point £ € X est

Exemple 3.3. Si j : X — Y est l'inclusion d’un sous-espace et G un faisceau

sur Y, alors j*G est la restriction G|x de G & X.
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Proposition 3.4. Le foncteur f*: Sh(Y) — Sh(X) est ezact.
La proposition suivante nous donne le lien entre les foncteurs f* et f,.

Proposition 3.5. Le foncteur f* est adjoint & gauche & f,, c’est-a-dire que pour

F € Sh(X) et G € Sh(Y), il existe un isomorphisme canonique

Hom(f*G,F) = Hom(G, f.F).

En particulier, les isomorphismes
Hom(f*G, f*G) = Hom(G, f,f*G) et Hom(f*f.F,F)=Hom(f.F, f.F)
nous fournissent des morphismes d’adjonction naturels
G- LfG et [PRLF—-F

correspondant aux morphismes 1¢.g et 1y, 7, respectivement.
Ces morphismes d’adjonctions ne sont pas des isomorphismes en général, mais

ils le sont néanmoins dans certains cas particuliers.

Exemple 3.6. Si j : X — Y est I'inclusion d’un fermé et F un faisceau sur X
comme dans ’exemple 3.2, alors le morphisme d’adjonction j*j,F — JF est un

isomorphisme. En effet, il induit des isomorphismes au niveau des fibres :
(7°9:F)z = (4xF)jx) = (J«F)z = Fr pour tout z € X.
C’est-a-dire qu’étendre un faisceau défini sur un fermé a tout ’espace, puis le

restreindre a ce fermé, nous redonne le faisceau initial.

Lemme 3.7. Soit j : X — Y [linclusion d’un fermé et G un faisceau sur Y.
Alors le morphisme d’adjonction G — 7,5*G est un isomorphisme si et seulement

81 gly\x = 0.
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DEMONSTRATION. Au niveau des fibres, on a

.. (j*G)e =G siz € X,
(JuJ*G)z =

0 sinon.

On voit donc que le morphisme d’adjonction est un isomorphisme si et seule-
ment si G, = 0 pour tout z ¢ X, c’est-a-dire si et seulement si G|y\x = 0.

O

3.2. CATEGORIES ET FONCTEURS DERIVES

Dans cette section, nous décrivons informellement la catégorie dérivée D(</)
d’une catégorie abélienne &/. N’ayant pas besoin des détails techniques de sa
construction, que I'on peut trouver dans [12] ou [15], par exemple, nous nous

contenterons de cette discussion plus ou moins vague.

3.2.1. Catégories dérivées

Soit & une catégorie abélienne. On peut former la catégorie K (/) des com-
plexes (cohomologiques) dans &, dont les objets sont les complezes A®, c’est-a-

dire les suites
”.__)Ai—l_d_i_)AiﬂAi+1__)“.
avec d*! o d* = 0 pour tout i € Z, et dont les morphismes sont les homomor-
phismes commutant avec les différentielles.
Si A est un objet de &, nous pouvons le considérer comme un complexe
localisé en 0, c’est-a-dire I'identifier avec le complexe A® défini par

, A sii=0,
A=

0 sinon.

Ceci nous donne un foncteur d’inclusion & — K(&7).
Il y a un foncteur involutif H* : K (&) — K (&) qui associe & chaque complexe

A* son complexe de cohomologie H*(A®) défini par
Hi(A®) := Kerd*!/Imd’

(et muni de la différentielle nulle).
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Définition 3.8. Un morphisme de complexes ¢ : A* — B*® est un quasi-iso-
morphisme si 'application H*(p) : H*(A®) — H*(B*) induite en cohomologie

est un isomorphisme.

Intuitivement, la catégorie dérivée D(&) est une catégorie dont les objets sont
les complexes dans & (& homotopie prés) et dont les morphismes sont obtenus
des morphismes de complexes en rajoutant formellement des inverses aux quasi-
isomorphismes. Ceci veut dire qu’un quasi-isomorphisme entre deux complexes
devient un isomorphisme dans la catégorie dérivée. On peut donc considérer que
la catégorie dérivée D(&) est obtenue de la catégorie K (/) en extrayant I'infor-
mation cohomologique de celle-ci.

En effet, si A® est un complexe, I'application naturelle
A. — H. (A')

est un quasi-isomorphisme, donc, dans la catégorie dérivée, le complexe A® est
isomorphe & sa cohomologie H*(A®).

Remarquons toutefois que 'information cohomologique extraite est celle qui
provient de facon naturelle des complexes de chaines, c’est-a-dire que deux com-
plexes A® et B® ayant des cohomologies isomorphes ne seront isomorphes dans
la catégorie dérivée que si 'isomorphisme H*(A*) — H*(B®) provient de quasi-
isomorphismes au niveau des complexes de chaines.

Si la catégorie & posséde suffisamment d’injectifs, alors chaque complexe A*

posséde une résolution injective, c’est-a-dire qu’il existe un quasi-isomorphisme
A® — I°,

ol I* est un complexe injectif. Ceci implique que, dans D(&), tout objet peut
étre représenté par un complexe injectif I°. Par ailleurs, cette représentation est
unigue dans la catégorie dérivée. En effet, un théoréme d’algébre homologique

affirme que deux résolutions injectives

A*—=TI° et A*—J°
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sont nécessairement homotopes, ce qui implique que, dans la catégorie dérivée,
les complexes I* et J*® sont égauz. Cela est important, puisque que c’est ce qui
permet la définition des foncteurs dérivés, dont nous reparlerons un peu plus bas.

Il est important de souligner que la catégorie dérivée d'une catégorie abé-
lienne n’est pas abélienne en général, contrairement & la catégorie des complexes
(les noyaux et co-noyaux de morphismes n'y sont pas bien définis). Elle a néan-
moins la structure de catégorie triangulée. Une de ses particularités essentielles
est 1'existence, pour chaque d € Z, d’un foncteur de translation A® — A®[d] défini
par

(A°[d])* := A™,

Ceci signifie que le complexe A®[d] est le complexe A® décalé de d graduations
« vers la gauche » (par exemple, si A® est un complexe localisé en 0, alors A® sera
localisé en —d).

L’intérét de travailler avec la catégorie dérivée D(&/) plutdt qu’avec la caté-
gorie des complexes K (&) est que plusieurs foncteurs intéressants, qui ne sont
pas exacts sur les complexes en général, le sont sur les complexes injectifs, et donc

le deviennent, dans un certain sens, sur la catégorie dérivée.
3.2.2. Foncteurs dérivés

Un foncteur exact F' : &/ — % entre deux catégories abéliennes induit un

foncteur
F . D(«) — D(%)
au niveau des catégories dérivées, défini tout simplement sur un complexe A® par
F(A%) .= F(AY).

Cependant, cette définition ne fonctionne plus si F' n’est pas exact.
Néanmoins, si F' : & — %8 n’est qu’exact & gauche, alors on peut peut souvent

définir son foncteur dérivé & droite
RF : D(&) — D(%)

au niveau des catégories dérivées (R pour right). Ce foncteur est « exact » dans

le sens ou il préserve les triangles distingués.
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Les foncteurs dérivés & droite R'F au sens usuel, c’est-a-dire définis comme
foncteurs & — %, peuvent étre obtenus en prenant la cohomologie du foncteur

dérivée RF. En effet, pour un objet A de &, R'F(A) est défini par la formule
R'F(A) := H(RF(A)),

dans laquelle on considére A comme un complexe localisé en 0.

RF
o — B
Hi
RF

D(«/) — D(2#)
Dans ce langage, 1’« exactitude » de RF' au niveau des catégories dérivées se
traduit par le fait que toute courte suite exacte
0—-A—-B—-C—0
dans & induit une longue suite exacte
0 — F(A) — F(B) — F(C) — RF'(A) — RFY(B) — RFY(C) — ---

dans A.
L’introduction des foncteurs dérivés R'F étant nécessaire pour pallier au

manque d’exactitude de F, cela justifie le passage aux catégories dérivées pour

pouvoir travailler avec RF'.
Notons que, de la méme facon, un foncteur exact & droite F' : & — X
peut induire un foncteur dérivé & gauche LF : D(&) — D(9). Nous pouvons

également obtenir des foncteurs dérivés & partir de foncteurs contravariants exacts

a gauche ou & droite.

3.3. LA CATEGORIE DERIVEE CONSTRUCTIBLE 2%(X)

Notons Db(&) la sous-catégorie pleine de D(&7) dont les objets sont les com-

plexes A® bornés, c’est-a-dire tels que

A'=0 pour |i| > 0.
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3.3.1. La catégorie dérivée bornée 2°(X)

Si X est un espace topologique, nous noterons
2°(X) := D*(Sh(X))

la catégorie dérivée bornée de la catégorie des faisceaux sur X.
Dans 2°(X), nous disposons des opérations de somme directe @ usuelle et de
produit tensoriel dérivé @, ainsi que des foncteurs de translation [d] pour d € Z.
De plus, si f : X — Y est une fonction continue entre deux pseudo-variétés,

alors les foncteurs

[*:Sh(Y) = Sh(X) et f.:Sh(X)— Sh(Y)
au niveau des faisceaux induisent des foncteurs dérivés

[ 2(Y) = 2'(X) et Rf.:2°(X)— 2°(Y)

puisque tout objet de 2°(X) peut étre représenté par un complexe injectif borné

(voir [4]).

Remarque 3.9. Si f, : Sh(X) — Sh(Y) est exact, par exemple si f : X — Y
est I'inclusion d’un fermé (voir ’exemple 3.2), alors nous laisserons tomber le R
de la notation et désignerons seulement par f, le foncteur induit au niveau des
catégories dérivées. Certains auteurs, pour leur part, le laissent systématiquement

tomber afin de simplifier la notation.

Plusieurs des propriétés formelles de f* et f, au niveau des faisceaux induisent
des propriétés analogues pour f* et Rf, au niveau des catégories dérivées. Par
exemple, f* est adjoint & gauche & Rf,. Par ailleurs, f* et Rf, commutent avec

les opérateurs de translation [d]. Nous avons également la proposition suivante

(voir [4]).
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Proposition 3.10. Si f : X — Y une application continue entre deur pseudo-

variétés et F°*,G* € 2°(Y), alors dans 2°(X) on a
FFeg)=r7(F)ef(g) « f(Qr)=Qx,

ot Qx et Qy désignent les faisceauz constants de fibre Q sur X etY.

3.3.2. Constructibilité

Pour que les foncteurs f* et Rf, satisfassent tous nos axiomes (section 2.1.1),
nous devons imposer une condition de constructibilité aux complexes de faisceaux
que nous considérons. A partir de cette section, nous devons imposer quelques
conditions supplémentaires aux espaces topologiques considérés, satisfaites par

exemple s’ils sont des pseudo-variétés (nous en parlerons a la section 4.1.1).

Deéfinition 3.11. Un faisceau F sur X est dit constructible s’il existe une stra-
tification X = LX, de X telle que la restriction de F & chaque strate X, est un

systéme local.

Définition 3.12. Un compleze constructible est un complexe de faisceaux F*

dont les faisceaux de cohomologie H*(F*®) sont constructibles.

Nous noterons 2%(X) la sous-catégorie pleine de 2°(X) dont les objets sont
représentés par des complexes contructibles. I faut mentionner qu’il ne s’agit pas
de la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux constructibles.

Dans la catégorie dérivée constructible, nous obtenons enfin les deux relations
qui nous manquaient entre les foncteurs f* et Rf, : la formule de projection et la

formule de changement de base. On peut en trouver des preuves dans [4].

Proposition 3.13 (formule de projection). Si f : X — Y est une fonction
continue entre deur pseudo-variétés et F* € 2°(Y), G* € 9%(X), on a

Rf(f*F°®G*)=G"®Rf.G".
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Proposition 3.14 (formule de changement de base). Etant donné le carré car-

tésien suivant, on a Rg, o f* = k* o Rh,.

X
g
Y

f
___>.Z
lh

— W
k

Remarque 3.15. Il existe de propriétés analogues si on travaille avec des espaces
X non nécessairement compacts en remplagant le foncteur Rf, par Rfi, mais ces
deux foncteurs dérivés coincident dans le cas o I’application f est propre (c’est-

a-dire si I'image inverse de tout compact par f est compacte).

3.3.3. Dualité de Verdier

En travaillant avec la catégorie dérivée constructible, un heureux accident se
produit : il y existe une notion de dualité, la dualité de Verdier. L’algébre de
Hecke étant elle aussi munie d'une involution, c’est un signe que nous sommes

sur la bonne voie.

Théoréme 3.16 (dualité de Verdier). Pour toute pseudo-variété X, il eriste un

objet Dx € 2%(X), appelé le complexe dualisant sur X, qui permet de définir

un foncteur contravariant D : D%(X) — P*(X) ayant les propriétés suivantes :
(1) D(F*) = Hom*(F*,Dx);

(2) D(D(F*)) = F*;

(3) D(Qx) =Dx;

(4) D(F°[d]) = D(F*)[-d];

(5) D(F* & G*) = D(F*) & D(G°).

Le complexe Dy joue donc le méme réle dualisant dans 2°(X) que le corps

Q joue dans la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie.
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Théoréme 3.17. Si X est une pseudo-variété non singuliére de dimension n,

alors

ID)X = Qx[n]

Exemple 3.18. Si X est une variété complexe non singuliére, les théorémes 3.16

et 3.17 impliquent donc que

D(Qx) = Qx[2n].

Puisque 'on peut « couper » 2n en deux, nous pouvons ré-écrire ceci
7

D(Qx)[—n] = Qx[n], ouencore D(Qx[n]) = Qxn|.

Qx|[n] est donc un objet auto-dual dans 2*°(X) (remarquer 1'analogie avec I'ex-

emple 1.19).

Calculons maintenant explicitement le foncteur de dualité de Verdier sur une
sous-catégorie importante de 2%(X), qui joue le réle de I’anneau de base dans
I’algébre de Hecke.

Soit ¥ la sous-catégorie pleine de 2°¢(X) formée des faisceaux d’espaces vec-

toriels constants sur X. Un objet de ¥ est donc un espace vectoriel gradué
Ve =PV
d

ot chaque V¢ est de dimension finie. Nous pouvons définir un autre dual de V*

par

Ve =Py

d

Proposition 3.19. Pour V* € ¥ et F* € 9*(X), on a

D(V* ® F*) = V* @ D(F*).

DEMONSTRATION. Si V* = @, V~4[d] avec nq = dim V¢, alors

V'R F = P(F)d),
d
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donc, en utilisant les propriétés du théoréme 3.16, on calcule

D(V*@F") =PF)-d =V o F".

Corollaire 3.20. Si X est une pseudo-variété non singuliére de dimension n,

alors pour V* € ¥ on a D(V*) = V*[n].

DEMONSTRATION. En posant F° := Qx dans la formule de la proposition 3.19,

on trouve, en utilisant le théoréme 3.17,
D(V') =V RDx = Ve Qx[’n] = T/—'[n]
O

Dans le prochain chapitre, nous allons identifier certains objets fort impor-
tants de 2*°(X) : les complexes d’intersection, qui joueront le méme réle que les

¢léments de la base de Kazhdan-Lusztig dans 1’algébre de Hecke.



Chapitre 4

COHOMOLOGIE D’ INTERSECTION

La théorie de la (co)homologie s’est avéré étre un outil essentiel dans I’étude
des variétés topologiques. La cohomologie H*(X) d’un espace topologique X est
un invariant homotopique, qui posséde une structure algébrique trés riche si X est
une variété (compacte). Une de ses propriétés les plus importantes est la dualité

de Poincaré : si X est une variété topologique compacte de dimension 7, alors
HY(X) = H(X)"

Cependant, la plupart de ces propriétés algébriques agréables disparaissent
dés que l'espace X est singulier, rendant la cohomologie usuelle inefficace pour
I’étude des variétés singuliéres. C’est pour remédier & ce probléme que Goresky
et MacPherson [17, 18] ont développé a la fin des années 70 la cohomologie
d’intersection, associant notamment & chaque variété algébrique complexe X une

cohomologie IH*(X) satisfaisant une dualité de Poincaré
H"(X) = [H'(X)*

et généralisant la cohomologie ordinaire, c’est-a-dire que IH*(X) coincide avec
H*(X) si X est non singuliére.

Evidemment, toute généralisation se fait au détriment de certaines propriétés,
et le colit & payer pour gagner la dualité de Poincaré est la perte de 'invariance
homotopique de la cohomologie : la cohomologie d’intersection n’est qu’un inva-

riant fopologique.
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Par la suite, des remarques de Deligne ont permis d’observer que ’objet essen-
tiel de la construction n’était pas la cohomologie d’intersection IH*(X) elle-méme,
mais plutdt le compleze (de faisceaux) d’intersection ZC*(X), étudié par la suite
par Goresky et MacPherson dans [19], ainsi que par Beilinson, Bernstein, Deligne
(et Gabber), qui ont introduit dans [2] le concept de faisceauz pervers.

Aprés avoir exposé les principales propriétés de la (co)homologie d’intersec-
tion suivant ’approche originale de Goresky et MacPherson dans la section 4.1,
nous verrons que l’on peut en fait caractériser le complexe d’intersection dans la

catégorie dérivée constructible 2°°(X) par des propriétés simples (section 4.2).

4.1. HOMOLOGIE D’ INTERSECTION

4.1.1. Pseudo-variétés

Dans [17], Goresky et MacPherson ont défini ’homologie d’intersection pour
une certaine classe d’espaces possiblement singuliers : les pseudo-variétés (dans
cette section nous devons supposer que tous les espaces et les applications conti-
nues sont linéaires par morceauz). Pour simplifier ’exposé, nous nous restrein-

drons dés le départ aux pseudo-variétés compactes.

Définition 4.1. Une pseudo-variété de dimension n est un espace topologique

compact X admettant une stratification
B=X_1CXoCX1C---CXp3CXpnoCX,=X

telle que X, \ X,_2 est une variété orientée de dimension n dense dans X, et que
chaque strate X;\X;-1 non vide est une variété de dimension ¢ le long de laquelle

la structure normale de X est localement triviale (voir [19]).

L’idée de cette définition est de permettre & X d’avoir des singularités, mais
de les trier selon leur codimension : les singularités de codimension ¢ se retrouvent
dans X,_;. Sur un ouvert dense, X est non singulier, et les singularités, s'il y en

a, sont incluses dans X, _s. Remarquons que cela exclut qu’il puisse y avoir des
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singularités de codimension 1. Ensuite, X,,_» est non singulier, sauf peut-étre sur

Xn—3, qui contient les singularités de codimension 3, et ainsi de suite.

Exemple 4.2. Toute variété topologique X de dimension n peut étre considérée

comme une pseudo-variété en la munissant de la stratification

X_1=XQ=X1=...= o= CX,=X.

Exemple 4.3. Toute variété algébrique complexe X de dimension compleze n
admet une stratification de Whitney par des sous-variétés algébriques lui conférant
ainsi une structure de pseudo-variété de dimension 2n dont toutes les strates sont

de dimension paire (voir [26] ou [4]) :

=X 1CXg=X1CXo=X3C...C Xops CXy,=X.

4.1.2. Perversités

Etant donnée une pseudo-variété X de dimension n, nous voulons définir le
complexe de chaines d’intersection /C.(X) comme un sous-complexe du com-
plexe de chaines usuelles C,(X) formé des chaines étant sufisamment « dimen-
sionnellement transverses » aux strates de X. Pour préciser le sens de 1’adverbe
« suffisamment » dans la phrase précédente, nous devons introduire le concept de

perversité, contrélera la dimension des intersections avec chaque strate.

Définition 4.4. Une suite d’entiers p = (po, ..., p,) est une perversité si

p2=0 et pp<prp1 <pr+1 pour tout k.

Etant donné une perversité p, ce sera p, qui contrélera les dimensions des

intersections des chaines avec X, .

Voici les exemples les plus importants de perversités.
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Exemple 4.5. Les suites
0:=(0,0,...,0) et t:=(0,1,2,...,n—2)

sont deux perversités, appelées respectivement la perversité nulle et la perversité

mazimale (t pour top).

Exemple 4.6. Les deux suites
m:=(0,0,1,1,2,2,...) et m' :=(0,1,1,2,2,3,...)

sont également deux perversités, que nous appelerons perversités médianes.

A partir d’une suite d’entiers p = (ps, .. ., pn), nOus pouvons définir une autre

suite p* par I’équation p + p* = t, c’est-a-dire
Pr=Fk—2—-p

La proposition suivante nous donne une reformulation de la définition 4.4.

Proposition 4.7. Une suite d’entiers p = (ps,...,pn) avec po = 0 est une per-

versité si et seulement si p et p* sont toutes deuz croissantes.

DEMONSTRATION. (=) Ecrivons pyy; = px+ex, oil €, = 0 ou 1. Alors, clairement,
Pr+1 = Pk Par ailleurs, pf_; = p; + (1 — &x) > p;. Donc p et p* sont toutes deux
croissantes.

(<) Le fait que p soit croissante nous dit que py41 > pi; par ailleurs, le fait
que p* le soit également nous dit que k+1—pgy1 > k—py, c’est-a-dire pr+1 > py.
Nous obtenons donc

Pk < Pr+1 Spe+ 1
O
Si p est une perversité, alors p* en est également une; nous l’appelerons la

perversité complémentaire (ou duale) de p. Notons que (p*)* = p. Nous utiliserons

souvent les lettres p et ¢ pour dénoter un couple de perversités complémentaires.
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Exemple 4.8. Les perversités 0 et ¢t sont complémentaires, ainsi que les perver-

sités médianes m et m’.

Existe-t-il des perversités auto-duales ? Si p est une perversité telle que p* = p,
elle devrait vérifier kK — 2 — p, = p, pour tout k, ce qui voudrait dire p, = k/2— 1.
Ceci est bien sir impossible & satisfaire si nous voulons que tous les termes p;, de

la suite soient des entiers.

Remarquons que les perversités médianes m et m’ vérifient toutes deux po =
k — 1, donc nous pouvons les considérer comme des perversités auto-duales si I’on

se restreint aux strates de dimensions paires. Nous en reparlerons & la section
4.1.5.

4.1.3. Le complexe de chaines d’intersection

Soit X une pseudo-variété de dimension n et p une perversité. Nous allons

définir un complexe d’intersection
IC,(X) C Co(X)

formé des chaines dont I’intersection avec chaque strate de X n’est « pas trop

grosse ».

Définition 4.9. Un sous-espace Y de X de dimension 7 est dit p-admissible si
dm(YNX, 1) <i—k+p, k=2,...,n

(avec la convention que dim & = —o0).

Remarque 4.10. Si Y était dimensionnellement transverse & X,,_, nous aurions
dim(YNX,k)=dimY +dmX, y—n=i+(n—k)—n=1i—k%.

La perversité p dans la définition 4.9 controle donc jusqu’a quel point nous per-

mettons & Y de dévier de la transversalité avec les X,,_p.
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Soit Ce(X) le complexe des chaines simpliciales de X (& coeflicients rationels).

Pour chaque perversité p, on définit
IC?(X) :={c € Ci(X)]|c| et |Oc| sont p-admissibles},

ol |- | dénote le support géométrique (/C vient de I'anglais intersection complez).

Alors la différentielle 0 : C;(X) — C;_;(X) induit une différentielle
9:ICP(X) — IC?_,(X).

En effet, pour ¢ € IC?(X), on a dc € IC?_;(X), puisque |Jc| est p-admissible
par la condition que ¢ € ICP(X), et que |0(dc)] = |0| = @ est trivialement
p-admissible.

Définition 4.11. L'homologie d’intersection de X est par définition I’homologie

de ce complexe :
IH2(X) == H(ICE(X))

(IH pour intersection homology).

4.1.4. Propriétés de ’homologie d’intersection

Nous résumons maintenant les principales propriétés de ’homologie d’inter-
section qui découlent directement de la définition 4.11, telles qu’annoncées par

Goresky et MacPherson dans [17] et prouvées dans [18].

Théoréme 4.12. IH?(X) est un espace vectoriel de dimension finie indépendant

de la stratification considérée sur X.

Dans le cas o X est une variété non singuliére munie de la stratification
décrite a P’exemple 4.2, on remarque que pour toute perversité p, la condition de
p-admissibilité est trivialement vérifiée pour toute chaine, donc IC?(X) = C,(X).
Il en découle immédiatement le théoréme suivant, qui nous dit que ’homologie

d’intersection coincide avec I’homologie usuelle dans ce cas.
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Théoréme 4.13. Si X est non singuliére, alors IHP(X) = Ho(X) pour toute

peTversité p.

Il y a d’autres situations dans lesquelles 'homologie d’intersection nous re-

donne des invariants connus, notamment losque X est normale.

Théoréme 4.14. 57 X est normale, alors il existe des isomorphismes canoniques

IH)(X) = H(X) et IH{X)= H(X).

On peut donc penser a ’homologie d’intersection IH?(X) pour une perversité
p quelconque, comprise entre 0 et £, comme étant un invariant se situant « entre »

la cohomologie et 1’homologie usuelles.

Une des propriétés les plus importantes de ’homologie d’intersection est ’exis-

tence d’un produit d’intersection

N : IHP(X) @ IHY(X) — IHT, ,_,(X),

i+j—n

st p, g et r sont des perversités telles que p + g < r, généralisant le produit N au

niveau de la cohomologie usuelle.

C’est en utilisant ce produit que nous obtenons la dualité de Poincaré pour

Phomologie d’intersection.
Théoréme 4.15 (dualité de Poincaré généralisée). Sip et q sont des perversités
complémentaires et i + j = n, alors le produit d’intersection augmenté

IH}(X) ® [H}(X) — IH{(X) = Hy(X) - Q
est non dégénere.
Remarque 4.16. Dans le cas ou X est une pseudo-variété normale et p = 0,
g = t, ceci n’est rien d’autre que la dualité de Poincaré usuelle

H™(X) ® Hi(X) — Q.
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11 découle directement de ce théoréme de dualité que
IHy_,(X) = (IH{(X))"

lorsque p et g sont deux perversités complémentaires.

Notons qu’a ce stade, il serait difficile de se convaincre de 'invariance topo-
logique de I’homologie d’intersection. C’est une des choses qui a incité Goresky
et MacPherson & se tourner vers l’approche faisceautique qui leur a été suggérée

par Deligne.

4.1.5. Cas des strates de dimension paire

Soit X une pseudo-variété de dimension 2n dont toutes les strates sont de

dimension paire, c’est-a-dire que sa stratification est de la forme
=X 1CXg=X1CXog=X3C...C XoppoCXy,=2X.

L’exemple le plus important que nous avons en téte est bien stir celui d’une variété
algébrique complexe de dimension complexe n (exemple 4.3).
Alors on remarque que la définition de JCP(X) ne dépend que des valeurs de

p sur les indices pairs, de sorte que si p et p’ coincident sur les indices pairs, on a
IHP(X) = IH? (X).

Les perversités médianes m et m’ de I’exemple 4.6 jouent alors un réle privilé-
gié puisqu’elles sont complémentaires et qu’elles coincident sur les indices pairs.

Pour simplifier I’écriture, notons
IH,(X) := [H™(X) = IH™ (X).

Le théoréme de dualité de Poincaré généralisé implique que 1’on a une vraie

dualité de Poincaré pour IH,(X) :

THy_i(X) = (IH;(X))".
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4.1.6. Vers ’approche faisceautique

Etablissons maintenant quelques conventions pour préparer le terrain a I’ap-
proche faisceautique de Deligne. Pour étre consistant avec la majorité des auteurs
qui préférent travailler avec des complexes cohomologiques qu’homologiques, nous

définissons le complexe IC;(X) par
IG(X) = IC?_{(X),
de sorte que
IH}(X) = H'IC}(X)) = Haoi(ICE(X)) = IHE_(X).

Nous parlerons donc maintenant de cohomologie d’intersection plutdét que

d’homologie d’intersection.

Remarque 4.17. Nous suivons ici la convention de graduation de Borel [4, 6], qui
nous parait la plus naturelle. Cependant, plusieurs auteurs, notamment Goresky

et MacPherson [19], préférent utiliser la définition
ICL(X) == IC?,(X),

ce qui a pour effet d’avoir un complexe d’intersection situé en degrés [—n, 0]
plutét que [0, n]. De plus, dans le cas ou X est une variété complexe de dimension
complexe n, on préfére parfois travailler avec I'intervalle symétrique [—n, n] plutét

qu’avec [0, 2n] comme dans [11] (voir la section 4.2.1).

Nous nous intéresserons maintenant, non seulement a la cohomologie d’inter-

section globale comme précédemment, mais aussi & sa version locale.

Définition 4.18. Le compleze d’intersection de X de perversité p est le complexe

de faisceaux ZC,(X) sur X défini par

U IC,(U), U C X ouvert.
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Remarque 4.19. Comme précédemment, dans le cas ou toutes les strates de X
sont de dimension paire, nous ometterons la référence & la perversité p dans la

notation lorsque p = m ou m’ et appelerons ZC*(X) le complexe d’intersection
de X.

Tel qu’annoncé dans l'introduction de ce chapitre, nous déplacerons mainte-
nant notre attention de la cohomologie d’intersection de X vers son complexe

d’intersection. Remarquons que
IHp(X) = H*(X,IC,(X)),

I’hyper-cohomologie de ce complexe de faisceaux.
On peut également considérer, plutot que d’utiliser seulement les coefficients

@, une version avec coefficients.

Définition 4.20. Un systéme local (de coefficients) sur X est un faisceau loca-

lement constant sur X de (Q-espaces vectoriels.

Si £ est un systéme local sur X, on peut construire le compleze d’intersection

ICo(X, L) avec coefficients L, et la dualité de Poincaré prend la forme
IH; (X, L) = [H (X, L").

Utiliser le systéme local constant Qx comme coefficients nous redonne le com-

plexe d’intersection usuel :
IC3(X, Qx) = TC;(X).

Il faut penser au complexe d’intersection ZC, (X, £) comme étant une ezten-
sion du systéme local £, défini sur le lieu non singulier X \ X,,_» de X, & I’espace
total. Cette extension ne produit pas un systéme local, ni méme un faisceau,
mais plutdt un complexe de faisceau, que 'on peut caractériser par ses propriétés

cohomologiques, comme nous le verrons & la section suivante.
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4.2. LE COMPLEXE D’INTERSECTION

4.2.1. Caractérisation

Soit X une pseudo-variété de dimension n. Le théoréme suivant donne une
caractérisation des complexes d’intersection dans 2%°(X) ne dépendant pas de la

stratification de X.

Remarque 4.21. L’énoncé du théoréme a été adapté en fonction de notre conven-

tion de graduation des complexes d’intersection.

Théoréme 4.22 (Goresky et MacPherson, [19], voir aussi [6]). Pour toute per-
versité p de complémentaire q et pour tout systéme local L sur un ouvert dense
U de X de codimension au moins 2, il eziste un unique objet F* € P%(X) satis-

faisant les propriétés suivantes :
(1) F.IU =L;
(2) H{(F*) =0 pouri < 0;
(8) dim supp H*(F*) < n — p~1(i) pouri>0;

(4) dim supp H*(D(F*)) < n — ¢~ (i + n) pour i > —n.

De plus, cet objet F* est le compleze d’intersection IC (X, L) construit d la

section 4.1.6.

Dans ce théoréme, p~! désigne le sous-inverse de p, défini par
p~ (i) = min{k | p(s) < k}
(avec la convention que min @ = +00).
Remarque 4.23. Au cours de la preuve, on obtient la formule

IC;(X, [,) = Tsp(n)Rin* T T<p(3) RiB*TSp@)‘C;
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dans laquelle 7 désigne l'inclusion de X \ X,,_ dans X \ X,,_,_; et pour k € Z,
T<k : D%(X) — D%(X) est le foncteur de troncature

F sii<k,
(T<kF*) = { Ker{d"*! : Fi — Fi+1} sii=F,
0 sii >k,
qui est un quasi-isomorphisme jusqu’a k.

On résume cela en disant que ZC3(X, £) est I'extension de Deligne de L.
On tire immédiatement trois corollaires important du théoréme 4.22.
Corollaire 4.24. IC}(X, L) est un invariant topologigue.

Corollaire 4.25. Si X est une variété non singuliére de dimension n, on a

ICH(X) = Q pour toute perversité p.
Corollaire 4.26. D(ZC(X, L)) = IC3(X, L*)[n].

La dualité de Poincaré généralisée globale pour la cohomologie d’intersection
est donc le reflet d’une dualité locale au niveau des complexes d’intersection.

Maintenant, restreignons notre attention au cas ou X est une variété alge-
brique complexe de dimension complexe n. Dans ce cas, nous pouvons « couper »
la dimension réelle 2n de X en deux, afin de translater lintervalle [0, 2n] vers
'intervalle symétrique [—n, n| et d’uniformiser les conditions sur F* et son dual

D(F*) dans I'énoncé du théoréme 4.22.

Corollaire 4.27. Pour toute perversité p de complémentaire q et pour tout sys-
téme local £ sur un ouvert U de X de codimension compleze au moins 1, il existe

un unique objet F* € P*(X) satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) F*ly = LIn];



(2) H{(F*) =0 pouri< —n;
(8) dim supp H(F*) < 2n — p~*(n+1) pouri > —n;
(4) dim supp H*(D(F*)) < 2n — ¢~ (n + 1) pour i > —n.

De plus, cet objet F* est le complexe d’intersection translaté

(X, L) .= IC,(X, L)[n].

DEMONSTRATION. Cette reformulation découle directement des formules

H(G°[n]) = H™*™(G®) et H(D(G*[n])) = H(G").

Ainsi, on peut ré-écrire la dualité du corollaire 4.26 comme
D(T;(X, L)) = I;(X, LY).
En particulier, le complexe d’intersection médiane translaté est auto-dual :
D(IT* (X)) =T*(X).

En fait, on peut raffiner un peu les conditions de support du corollaire 4.27,
puisque nous disposons d’un peu de latitude car les valeurs des perversités sur les
indices impairs ne sont pas déterminantes pour IC;(X , L). En particulier, dans
le cas de la perversité médiane p = m, nous pouvons utiliser g = m également

dans les conditions de support du corollaire 4.27, afin d’obtenir, en utilisant
m™1(i) = min{2 + 2,2 + 3} = 2 + 2,
les conditions légérement plus fortes, pour 2 > —n,
dim supp H*(F*), dim supp H*(D(F*)) < 2n— (2n+2i +2) = —2i — 2.

En divisant tout par 2, nous constatons que le complexe F* := ZI°(X, L)

satisfait

dimc supp H*(F*), dimc supp H(D(F*)) < —i—1< —i pour i > —n.
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4.2.2. Faisceaux pervers

Les faisceauz pervers sont définis en relachant un peu les conditions précé-

dentes pour admettre des inégalités strictes.

Définition 4.28. Un faisceau pervers sur X est un complexe F* € 2%(X) tel

que

dim¢ supp H*(F*), dime supp H*(D(F*)) < —i  pour tout i.

On pourrait aussi définir une version de faisceaux pervers pour chaque per-

versité p, mais ce ne sera pas nécessaire ici.

Remarque 4.29. Si F* est un faisceau pervers, les conditions de support im-

pliquent directement que H*(F*®) = H(D(F*)) = 0 pour i > 0.

Proposition 4.30. Le compleze d’intersection translaté (X, L) est un faisceau

DPETVETS.

DEMONSTRATION. La discussion de la fin de la section précédente nous garantit
que les conditions de support sont vérifiées lorsque i > —n. Elles sont également
trivialement vérifiées lorsque i < —n puisque H*(Z*(X, L)) = 0 dans ce cas. La
condition dime supp H™™(Z*(X, L)) < n l'est également puisque dim¢ X = n.

O

Notons £(X) la sous-catégorie pleine de 2*°(X) dont les objets sont les
faisceaux pervers. Les conditions définissantes des faisceaux pervers étant auto-
duales, #(X) est clairement stable sous la dualité de Verdier.

SiY est une sous-variété localement fermée de X et £ un systéme local sur Y,
on fera I’abus de notation de désigner par Z°(Y, £) objet j.Z°(Y, L) de 2%(X),
ou j:Y < X est I'inclusion de Y dans X.

L'intérét des faisceaux pervers réside dans le théoréme suivant.
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Théoréme 4.31 (Beilinson, Bernstein et Deligne, [2]). La catégorie 2(X) des
faisceauz pervers est une catégorie abélienne, dont les objets simples sont les
IC*(Y,L), ou L est un systéme local irréductible sur Y, une sous-variété loca-

lement fermée de X.

Rappelons que la catégorie 2°(X), pour sa part, n’était pas abélienne.

Remarque 4.32. « Les faisceaux pervers n’étant ni des faisceaux, ni pervers, la
terminologie requiert une explication. » ([2], p. 10)

Le terme pervers fait bien siir référence a la perversité p (implicite dans notre
définition) qui contrdle les conditions sur les dimensions des supports.

Le choix du terme faisceau, pour sa part, bien que malheureux, s’explique
par le fait que la catégorie £ (X) partage plusieurs propriétés de la catégorie
des faisceaux Sh(X). Notamment, c’est une catégorie abélienne, et les faisceaux

pervers « se recollent comme des faisceaux. »

Le théoréme de décomposition suivant est un autre résultat fondamental

prouvé dans [2], dont la preuve utilise les conjectures de Weil.

Théoréme 4.33 (théoréme de décomposition, [2]). Si f : X — Y est un mor-

phisme propre, alors on a dans 2(Y) l’égalité

RI(Z(X)) = D V3. ®T(Z, L),
(Z.£)

ot chaque Z est une sous-variété localement fermée de Y, L un systéme local

irréductible sur Z et V3 . un espace vectoriel gradué.

Les espaces vectoriels gradués apparaissant dans cette décomposition jouent le
role de multiplicités et de décalages dans les graduations. On peut donc reformuler
le théoréme en disant que Rf,(Z*(X)) est une somme de complexe d’intersection

(translatés) décalés.
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Par ailleurs, on peut également le reformuler en disant que Rf.(Z°(X)) est
semi-simple dans 2%(Z), un objet de 2%(Z) étant dit semi-simple précisément

lorsqu’il est de la forme du membre de droite de ’égalité du théoréme 4.33.

Remarque 4.34. Si f : X — Y est une résolution des singularités de Y, alors, en
se restreignant & I’ensemble des points non singuliers de Y, on voit que I'un termes
apparaissant dans la décomposition de Rf,(Z°*(X)) est Z*(Y"). Cela signifie que

la cohomologie d’intersection de Y est « contenue » dans la cohomologie usuelle
de X.

4.2.3. Version G-équivariante

Il existe également une version G-équivariante du théoréme de décomposition,
dont nous aurons besoin au chapitre 4. La catégorie dérivée bornée constructible
2%(X) n’est cependant plus le contexte adéquat, il nous faut la remplacer par
une version G-équivariante. Nous ne faisons ici que mentionner les résultats de
facon informelle (les détails peuvent étre trouvés dans [3]).

Soit X un variété algébrique complexe et G un groupe algébrique agissant

(algébriquement) sur X. Notons p: G X X — X cette action.

Définition 4.35. Un faisceau G-équivariant sur X ou un G-faisceau est un fais-

ceau F sur X muni d'un isomorphisme
0: ' F=aF

satisfaisant quelques conditions de compatibilité (voir [3]), ot 7 dénote la projec-

tion G x X — X.

En regardant au niveau des tiges des faisceaux, on voit que cela est équivalent

4 se donner des isomorphismes
Oz : (,u*]:)(g,x) =Fgg & (71’*.7:)(_,]’1) =F,

soumis aux conditions de compatibilité correspondantes.
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On peut alors former la catégorie Shg(X) des faisceaux G-équivariants sur X.
Cependant, le bon choix pour définir la catégorie dérivée G-équivariante Da(X)
de X n’est pas P(Shg(X)). On se contentera ici de dire que ’on doit penser aux
objets de 9¢(X) comme étant des objets de 2(X) pouvant é&tre représentés par
des complexes de G-faisceaux, tout en tenant compte de la structure additionnelle
fournie par 'action de G.

Nous avons également un analogue G-équivariant de la catégorie dérivée bor-

née constructible 2%(X), muni d’un foncteur d’oubli
¢ (X) = 2%(X).

Nous disposons sur 2&(X) des foncteurs f*, Rf. (lorsque f est un morphisme
respectant 1’action de G) et D de dualité jouissant des mémes propriétés formelles
que leurs analogues usuels et commutant avec le foncteur d’oubli.

Tous les résultats des sections précédentes on un analogue G-équivariant.
En particulier, les objets simples de $?¢(X) sont les complexes d’intersection
IC*(Y,L) ot Y est une sous-variété G-stable de X et £ un systéme local G-
équivariant sur Y.

Nous avons également un théoréme de décomposition G-équivariant.

Théoréme 4.36 (théoréme de décomposition G-équivariant). Soit f : X — Y

un morphisme propre G-équivariant de variétés algébriques complezes, alors

RI(IT'(X) = P V2. 0T°(Z,L),
(2.£)
ot chaque Z est une sous-variété G-stable de 'Y, L un G-systéme local irréductible

sur Z et Vg . un espace vectoriel gradué.

Dans le cas ou toutes les G-orbites sont simplement connezes et sont en
nombre fini, tous les systémes locaux £ apparaissant dans la décomposition sont
en fait constants, et, étant irréductibles, sont nécessairement isomorphes au sys-

téme local trivial Q.
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Le théoréme de décomposition devient donc
Rf.(I*(X)) =P Vs @ I°(2).
z

Si tous les objets simples de &(X) sont également de la forme Z°(Z) (les
systémes locaux étant tous constants), le théoréme de décompostion nous dit que

I'image par Rf, d’un objet semi-simple est également semi-simple.



Chapitre 5

LE THEOREME DE KAZHDAN-LUSZTIG

Dans ce chapitre, nous donnons la preuve de MacPherson (exposée par Sprin-
ger [29, 30]) du théoréme de Kazhdan-Lusztig reliant les polynémes de Kazhdan-

Lusztig & la cohomologie d’intersection de la variété de drapeaux :

Pry =Y dim IH*(X (w)). ¢*,

ott IH%(X (w)), désigne la fibre de H*(ZC*(X (w))) en un point (n’importe lequel)
de X(z).

Il en découle directement que les coefficients des polynémes de Kazhdan-
Lusztig sont des entiers positifs, puisqu’ils représentent des dimensions de groupes
de cohomologie.

Comme mentionné plus t6t, nous obtiendrons ce résultat comme un des as-
pects d’une correspondance plus forte qui dit que P’algébre de Hecke 52 (W) est
le miroir algébrique d’un semi-anneau S#(X) C 2%(X x X) muni du produit
de convolution défini au chapitre 2. La résolution de Bott-Samelson joue un role

crucial dans cette preuve.

5.1. LE SEMI-ANNEAU 47 (X)

5.1.1. Passage de X 4 X x X

Les complexes d’intersection qui nous intéressent sont définis sur les variétés

de Schubert dans X, et non pas sur X x X. Or, les cellules de Schubert dans X,
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les orbites pour ’action de B, correspondent aux orbites de G sur X x X pour

Paction diagonale.

Proposition 5.1. Les B-orbites de X correspondent auz G-orbites de X x X via

la correspondance

B-gBw~ G- (B,gB).

DEMONSTRATION. Considérons la fonction ¢ : X x X — B\X définie par
(91B,92B) — B - 97" 9:B.

Il est clair que cette fonction est bien définie, et de plus elle est surjective car
pour tout gB € X, B-gB = ¢(1B,gB).
La fonction ¢ est constante sur les orbites de G dans X x X car

©(g-(g1B, 92B)) = w(991B, 992B) = B-97 97 9g.B = B- g7 'g2B = (91 B, g2B).

Par ailleurs, si deux éléments (g, B, goB) et (hy B, hoB) de X x X ont la méme
image par ¢, alors
B-g7'9:B = B-h'hyB,
c’est-a-dire qu’il existe by, by € B tels que

hl_lhg = blgflggbg.

Posons g := hibigy} = haobagy ' € G. Alors on a g - (g1B,g2B) = (h1B, heB),
c’est-a-dire que deux éléments ayant la méme image sont dans la méme G-orbite.

g

Remarque 5.2. La correspondance B - gB — G - (¢B, B) aurait tout aussi bien

fait I’affaire, dans ce cas I'inverse aurait été donnée par
G-(91B,9:B) — B-g5'9:1B

et non pas
G- (91B,92B) = B-gi'g:B

comme c’est le cas présentement, mais ce n’est qu'une question de convention.
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Donc, plutét que nous intéresser aux cellules de Schubert, nous allons plutét
nous intéresser aux G-orbites dans X x X.

Notons
O(w) :== {(91B,92B) € X x X | g7'92B € X(w)}

la G-orbite de X x X correspondant & la cellule de Schubert X (w). O(w) est donc
I'unique G-orbite de X x X contenant le point (B, wB). Nous avons

O(w) = | J 0(z)

r<w
Lemme 5.3. La projection sur le premier facteur
m: Ow) = X

est une fibration localement triviale de fibre FF = X (w) respectant la stratification,

c’est-a-dire que le diagramme suivant commute pour z < w.

X (w)

10

Fﬂ(?(z) — X(z)

Cela découle du fait que la fibre F' au-dessus du point gB € X est
{(9B,hB)|g*hB € BwB} = {gB} x g- BuB.

Le lemme précédent implique que les fibres F' = X (w) admettent un voisinage
tubulaire dans O(w), et donc que l'inclusion i : F' «— O(w) est normalement non

singuliére (voir [19]), ce qui implique que
T (OW)) = I*(F)in] 2 T* (X (@), (5.1.1)
ou n := [(w,) est la dimension de X.
Par ailleurs, le fait que O(w) soit une fibration sur X de fibre X (w) nous

garantit que les G-orbites O(w) de X x X sont simplement connexes.
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5.1.2. Définition de 5#(X)

Soit ##(X) I’ensemble des objets semi-simples de 2% (X x X), c’est-a-dire les

complexes de la forme (voir la section 4.2.3)

P Vi @ °(0(w)).
weW
Nous voulons étudier les propriétés algébrigues de S#(X). Il est clair que

J€(X) est clos sous @, et la proposition suivante nous dit qu’il ’est également

sous le produit de convolution défini au chapitre précédent.

Proposition 5.4. 5#(X) est clos sous le produit de convolution x .

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 2.8, il suffit de vérifier que

I°(O(z)) * I*(O(w)) € H2(X)

pour z,w € W.

Considérons le diagramme commutatif suivant.

X xXxXxX

P12 T A P34

X xXxX

P12 P23
P13

X xX X xX X xX

ou A est I'application « diagonale »

A(301,332,-’153) = ($1,-’132,$2,$3)-

Puisque p19* = A*p1p* et pas™ = A*pas*, on peut calculer Z*(O(z)) *Z*(O(w))

par la formule

I*(O(z)) * I*(O(w)) = Rp13, A*F*,

ol

F* = p1*T*(O(z)) ® pss*T* (O(w)).
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Or, par I'unicité du complexe d’intersection (théoréme 4.27), nous avons (voir
p

[4])

F* =IC(O(z) x O(w)).
Considérons
Z := AN (O(z) x O(w)) = {(z1, %2, 73) | (21, 22) € O(x), (22, 23) € O(w)}.
L’inclusion A de Z dans O(z) x O(w), nous avons donc
AYF* =1%(2Z)[n}],

ol n est la dimension de X (donc la codimension de Z dans O(z) x O(w)).
Le théoréme de décomposition G-équivariant (théoréme 4.36) nous permet de

conclure que

T*(O(z)) » I* (O(w)) = Rps.(T*(Z)[n])

est semi-simple.

Proposition 5.5. (X) est clos sous le foncteur de dualité de Verdier D.

DEMONSTRATION. En utilisant la proposition 3.19 et le fait que les complexes

d’intersection sont auto-duaux (section 4.2.1), on remarque que

(EBV'@I‘ ) @V-@»I' w)).
O

On peut donc considérer ’ensemble des objets semi-simples #(X) comme un
sous-semi-anneau de Z%(X) stable sous la dualité de Verdier. Nous commencons
a voir une ressemblance entre J#°(X) et l’algébre de Hecke 5#(W). Dans la section

5.1.4 nous définissons une fonction caractéristique
h:3t(X) — (W)

qui s’avérera étre un homomorphisme (section 5.2.6). Nous commencerons par

définir cette fonction pour les espaces vectoriels gradués.
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En effet, nous pouvons en fait considérer 5#(X) comme une semi-algébre sur

le semi-anneau ¥ des espaces vectoriels gradués (muni de @ et ®).

5.1.3. Polynéme de Poincaré
" Soit V* un QQ-espace vectoriel gradué. On peut lui associer un élément
p(V*) = Zdim Vig/? e N[gt/?,

appelé polynéme de Poincaré de V°.

Remarque 5.6. On peut justifier I'utilisation de g/ comme variable (et non
pas ¢ comme il pourrait sembler naturel) par le fait qu’une dimension réelle i

correspond & une dimension compleze i/2.

La proposition suivante énumére quelques propriétés élémentaires de I’appli-
cation p: ¥ — Z[g*V/?].

Proposition 5.7. Pour V*, W* e ¥ etd€ Z, on a :

Ve)=p(V*);

(
(
(3) p(V* @ W*) = p(V*)p(W*) ;
(
(

Veld) = ¢ 4p(v*).

Les espaces vectoriels étant uniquement caractérisés par leur dimension, I’ap-
plication p établir donc un isomorphisme de ¥ sur N [qil/ 2] préservant la somme,

le produit et la dualité et traduisant le décalage [d] par la multplication par g~%2.

5.1.4. Fonction caractéristique

Définissons maintenant une application caractéristique

h:DE(X x X) — H#(W).
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Si F* € 2%(X x X) et w € W, notons H*(F*),, la fibre de son homologie
H!(F*) en un point de O(w). Cela ne dépend pas du point choisi dans l'orbite, car
la cohomologie de H est localement constante sur les orbites, qui sont simplement
connexes, elle est donc constante sur les orbites.

On peut alors définir un élément h(F*) de (W) par la formule

W(F®) = p(H* (F*)u)To-
weWw

Chaque polynéme de Poincaré p(H*(F*),) est un élément de N[g*'/?] bien
défini puisque F* est borné et constructible. L’élément h(F*) de 5(W) n’est
rien d’autre qu’une fagon d’encoder I'information sur les fibres de la cohomologie
de F°.

De la méme facon, si F* € 2%(X), on peut définir

F) =Y p(H(F)u)T:
weW

oit H*(F*),, dénote la fibre en un point de X (w).

Exemple 5.8. Soit V* un espace vectoriel gradué. En le considérant comme un

complexe constant, on a

R(V*®) = p( ZT

weW

La proposition suivante découle immédiatement des propriétés analogues des

polynémes de Poincaré (proposition 5.7).

Proposition 5.9. Pour 7°,G* € 2&(X x X) et d € Z, on a
(1) h(F* ®G*) = h(F*) + h(G*);
(2) W(F°[d]) = ¢~ /*h(F*);
(8) h(V* @ F*) = p(V)h(F*).

Nous montrerons en 5.2.6 que la fonction h, restreinte & S#(X), est injective.

Pour 'instant, nous ne pouvons espérer guére mieux que la proposition suivante.
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Proposition 5.10. A(F*) =0 <= F*=0.

DEMONSTRATION. (<) Evident.

(=) Si h(F*) = 0, cela signifie que pour tout z € X et pour tout ¢, H*(F*); =
0. Donc H*(F*) = 0, et comme F* = H*(F*) dans la catégorie dérivée, cela
implique que F* = 0.

g
Lemme 5.11. h(Z°(O(w))) = ¢~"/?h(Z*(X (w))).
DEMONSTRATION. Pour z < w, nous avons un diagramme commutatif

(w) — O(w)
X(z) — O(z)
qui implique, avec la formule (5.1.1), que
H(T*(O(w)))z = HF(X (w))a-
g

Remarque 5.12. Attention! Il y a confusion dans larticle de Springer [29},

puisqu’il note A2, alternativement 1'un ou I'autre des complexes

°(O(w)) et I*(O(w))-n|

selon les propriétés qu'il désire utiliser. Heureusement, ceci ne met pas en danger
sa preuve, il suffit de faire preuve d’un peu de circonspection. Pour éviter toute

confusion, nous n’utiliserons pas le symbole .A?, mais poserons

I, :=I*(O(w))[-nl,

de sorte que nous pouvons donc reformuler le lemme précédent en disant que

h(I2) = h(I*(OW))). (5.1.2)
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5.2. PREUVE DU THEOREME
Nous allons établir que 'application caractéristique h établit un isomorphisme
de ##(X) sur un sous-semi-anneau de S (W) tel que h(Z:) = C,, 1’élément de

base de Kazhdan-Lusztig du théoréme 1.17. Nous commencerons par établir cette

derniére égalité, qui nous fournira le théoréme de Kazhdan-Lusztig (théoréme
5.25).

5.2.1. Lemme sur les degrés

Pour montrer que h(Z;) = C,, il suffit de vérifier que ’élément h(Z;) satis-
fait les deux conditions du théoréme 1.21. Le lemme suivant nous garantit qu’il

satisfait la seconde.

Lemme 5.13. Pour tout w € W, nous avons

BT = 72570, T,

z<w

0% Quw =1 et Qz € N[g*?] est de degré < I(w) —I(z) — 1 en ¢*/? pour z < w.

DEMONSTRATION. L’équation 5.1.2 nous dit que

WIy) = axuTs,

zeW

ol ag ,, = p(H*(F*)) € N[g*/?], F* désignant le complexe d’intersection translaté
I* (X (w)) sur X (w).
Puisque F* est supporté sur X (w), on a H*(F*), = 0siz £ w, donc @z, =0

sauf pour z < w. On peut donc se restreindre & prendre la somme sur les z < w.
Maintenant, utilisons le corollaire 4.27 qui caractérise le complexe d’inter-
section translaté Z*(X (w)) pour établir les conditions de degré sur les éléments
Uz -
Le fait que F*|x@) = Q[l(w)] implique que a,., = ¢~')/2. Par ailleurs, si
H'(F*®). # 0, alors i > —I(w) puisque H*(F*) = 0 pour i < —I(w).
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De plus, si H(F*), # 0, cela veut dire que X (z) C supp H*(F*), et donc que
2l(w) = dim X () < dimsupp H(F*) < —2i — (2n+2i +2) = —2i + 2,

ce qui implique 7 < —i(z) + 1.
On en conclut donc que 1'élément Q. := g/ 24, . a les propriétés voulues.

O

Pour prouver que h(Z;) est 1’élement de base C,, il suffit donc de prouver
qu'il est stable sous I'involution « de S#(W). C’est ce que nous tacherons de faire

au cours des prochaines sections.

5.2.2. Résolution de Bott-Samelson revisitée

Puisque nous avons remplacé la variété de Schubert X (w) par O(w), nous
devons utiliser un analogue de la résolution des singularités Z(w) pour X (w),
décrite a la section 1.1.4, qui soit adapté & O(w).

Soit w € W et w = s - - - s, une décomposition réduite de w. Définissons

Y(w) == {(z0,...,7,) € X" | (zic1,z:) € O(s:), 1 <i <7}

Remarquons que, tout comme pour Z(w), cette définition dépend du choix de

la décomposition réduite w = s1--- ;.

Proposition 5.14. Le morphisme 7 : Y (w) - O(w) défini par
7(zo, - -, Zr) := (To, Tr)

est une résolution des singularités. En particulier, il induit un isomorphisme = :

1 O(w)) — O(w).

Remarque 5.15. En utilisant la notation utilisée dans ’exemple du calcul des

correspondances (section 2.2.1), nous voyons que

O(w) = O(s1) * -+ - x O(s;).



73

Pour s € S, désignons par Qs I'extension par 0 du complexe constant Qo(s),

c’est-a-dire que
Qs = js*y

ou j, désigne l'inclusion de O(s) dans X x X.

Lemme 5.16. Si 7 : Y(w) — X x X désigne le morphisme de la proposition

précédente, on a

:*1 Q., = Rm.Q.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2.7,

f;( Qs; = Ep. <®pi*Q3i> )

i=1 i=1

ol p; : X" — X x X dénote la projection sur les i¢ et (¢ + 1)° facteurs, et
p: X" — X x X la projection sur les premier et dernier facteurs.

Notons F* := Q)_; pi"Qs,, de sorte que l'on ait k. _; Q,, = Rp,F*. Nous
allons montrer que 7* = i,,,Q. Pour cela, nous pouvons travailler au niveau des
complexes de faisceaux, et non pas dans les catégories dérivées correspondantes,
puisque tous les foncteurs impliqués sont exacts.

Nous avons le diagramme commutatif suivant, ,, désignant inclusion de Y (w)

dans X"+,

X xX
/ X
Y (w) b X+l
i l j P
ds;
O(s;) XxX

Ceci implique que

T T T
iw*j:' = iw* <®pi*Qs,> = ®iw*pi*(@s, = ®7ri*js,*(@s,-
=1 =1 =1
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OI‘, jsi*(@s1 = js1*js,*Q = Qa donc

P =QmQe=RQ=0Q

i=1 i=1
Par ailleurs, en calculant les fibres de F*, on trouve

T T

F:; = (®pi*Qsl> = ®(pi*Qs,~)m = ®(Qsi)pi(z)-
i=1 z

i=1 i=1

Or,

0 sinon.

En utilisant le fait que Q@ et 0 sont respectivement neutre et absorbant pour

®, on conclut que

Q sipi(z) € O(sy),i=1,...,r,
. (=) € O

0 sinon.

Par la définition de Y'(w), ceci veut dire que

o Q sizeY(w),

T
0 sinon.

Donc F® = 1,0, " F°® = 14,.Q.

On peut maintenant conclure que

: Qsi = Rp*F. = Rp*iw*Q = R(pzw)*(@ = RW*Q-

5.2.3. Lemme de décomposition

En utilisant le résultat de la section précédente, nous pouvons maintenant

prouver un lemme de décomposition qui jouera un réle-clé dans notre preuve.

Lemme 5.17. Nous avons

:11; =PV eI,

r<w

ot chaque V] est un espace vectoriel gradué auto-dual et V) = Q.
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DEMONSTRATION. Par la proposition 5.4, nous savons qu’il existe une décompo-

sition de la forme

*x I =PVvrer
=1 zeW
Attardons-nous maintenant davantage a %;_, Z;, pour pouvoir tirer de I'in-

formation supplémentaire sur cette décomposition.

Puisque O(s;) est une variété lisse de dimension n + 1 (c’est une fibration en
X (s;) = P! de X), nous avons

I;, = I°(0(s:))[-n] = Q[n + 1][-n] = Q[1].
D’aprés le lemme 5.16, nous avons donc, en nous rappelant que 7 = [(w),

T2 = %@l = (* Qs,)[T]=R7r*Q[l(w)]-

i=1

Or, puisque Y (w) est une variété lisse de dimension n + [(w), on a

I* (Y (w)) = Q[n + l(w)][-n] = Q[i(w)],

ce qui nous permet d’écrire
.
* I; = Rn,I°(Y (w)).
i=1

Puisque le support de 7* := ¥ _; Z; est inclus dans O(w), on a nécessaire-
ment V7 = 0 pour z £ w, donc on peut se restreindre & prendre la somme pour
les z < w.

Maintenant pour x = w : la fibre du membre de droite de la décomposition
sur O(w) est

v; ® Qliw)] = V3liw)),
tandis que Rm,Z°*(Y (w))|ow) = Q[l(w)] (on utilise le fait que 7 est un isomor-
phisme sur O(w), voir la proposition 5.14).

On en tire donc que V; = Q.

Maintenant prouvons que V;* = V. pour tout 2 < w. En appliquant le foncteur
de dualité de Verdier des deux c6tés de la décomposition, puisque les complexes
d’intersection translatés sont auto-duaux, on obtient

Pvren=-Prer

zlw z<w
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Procédons par récurrence. Soit ¥ un élément maximal pour l'ordre de Bruhat
apparaissant dans cette égalité. On regardant la restriction de 'égalité a O(y),

puisqu’il n’y a que le complexe il n’y a que Z; qui contribue, on trouve

Vo) = vy ® Qli(y)] = Vy ® Qll(y)] = VW),
d’ou V; = V—y'
On peut maintenant retirer le terme impliquant y de ’égalité, puis répéter l’ar-

gument avec un élément maximal restant jusqu’a que l’on obtienne la conclusion

souhaitée.

a

Remarque 5.18. Il est instructif de comparer cette preuve avec celle du corollaire

1.22.

5.2.4. Etape inductive

Nous poursuivons le double but de prouver que h est un homomorphisme et
qu’il envoit les complexes d’intersection translatés sur les éléments de base de

Kazhdan-Lusztig.

Exemple 5.19. Pour [(w) = 0, c’est-a-dire w = 1, 7 est le complexe constant

Q sur O(1) = O(1) = A(X) c X x X. Donc on a bien

WID) =T, =1=C.

On peut prouver dés maintenant que h(Z} * F*) = h(Z})h(F*) = h(F*). En
fait, le lemme suivant nous dit qu’on a plus : Z7 est déja un neutre au niveau de

la catégorie dérivée.

Lemme 5.20. Pour tout F* € 9F(X x X), on a

T« F =F =F % F"
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DEMONSTRATION. Nous ne prouvons que la premiére égalité, la seconde s'obte-

nant de facon tout a fait similaire.

Nous avons le carré cartésien suivant, ou &(z,y) = (z, z, y).

XxX —= XxXxX

” 1 |2

X X xX

Il en découle que

p12"L} = p12* A, Q = 6,p.*Q = 4.Q.
Or, le complexe G* := p15*Z} ® pos* F* = 6,Q ® pas*F* satisfait

f.

(v,2) siz =y,

Gz =
0 sinon.

Il en découle que G° est également égal & 6,Q ® p13*F*, d’on

Il. *.7:. = Rplg*g. = Rplg*((s*(@ ®p13*.7:') = Rp13*5*(@ ® f.

par la formule de projection.
Or, p1zod =1, donc It x F* = Q ® F* = F°.
O

Exemple 5.21. Pour I(w) = 1, c’est-a-dire que w = s € S une réflexion simple,

Z; est le complexe constant Q[1] sur O(s) = O(s) U O(1). Donc
MZ3) = h(3:,QM)) = ¢ h(0.Q) = ¢ V21 + T,) = C,
voir ’exemple 1.19.
A la lumiére de cet exemple, il est naturel, pour prouver que h est un homo-
morphisme, de commencer par prouver que

(T2 * F*) = R(T2)R(F*).

s



78
Lemme 5.22. Soit F* € 2*(X x X) tel que H(F*) = 0 pour i impair. Alors,
pour toute réflexion simple s € S, on a
A(Q * F) = (T + DH(F),
ce qui implique, d’aprés 7 = Qs[1], que

h(T2 * F*) = Ch(F*).

DEMONSTRATION.
(Ts+ DA(F) = (To+1) YD dim H(F*), ¢/*T,,

=Y > dmH(F)¢Ty+ > dim B(F), ¢/*T,T,

=3 N dm B (F)W ¢ T+ Y S dim H(F),, ¢/* T,

sw>w i

+ ) dim HY(F*), ¢/*((q ~ 1) T + ¢Tow)

sw<w 1
Observons le coefficient de T, dans cette derniére expression. Pour cela, il faut
distinguer deux cas, selon que sw > w ou sw < w.
Si sw > w, en posant w’ := sw, on a w = sw' et sw’ < w’, donc T}, apparait

dans la premiére et la troisiéme somme. Le coefficient de T,, est donc
> dim H(F*), ¢/ + ) dim H(F*),, ¢+
=" (dim H(F*), + dim H(F*),) ¢/
= ZdimHi(l'; * F*) ¢/

d’aprés le lemme 5.23, ce qui n’est rien d’autre que le coefficient de T,, dans
h(AS x F*).
Le cas sw < w se traite de la méme fagon : cette fois w' := sw vérifie sw’ > w/,

et T, apparait dans les trois sommes. Son coefficient est
> dim HY(F*)ug”? + > dim B (F*) g T + > dim HY(F*)ug*(q - 1)T,

=Y dim B (F*)eq/? Ty + Y dim H(F*),q 22T,
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= (dim H (F*) s + H2(F"),,)g">

en utilisant encore le lemme 5.23.
Dans tous les cas, le coefficient du vecteur de base T, dans (T, + 1)A(F °) est

donc égal & celui de T, dans h(A}*F*); on conclut que ces deux expressions sont

égales.

O

Lemme 5.23. Dans les conditions du lemme 5.22, on a
dim H*(F*) sy + dim H=2(F*), si sw < w,

dim H(Q; * F*),, =
dim H¥(F*),, + dim H2(F*),,  si sw > w.

DEMONSTRATION. Soit (a,b) € O(w). Nous voulons calculer H*(Q, * F*)(ap)-

Soit G° 1= p19*Q, ® pa3* F*. Le carré cartésien

pis~Y(a,b) —> X x X x X

q13 1 l P13

(a,b) XxX

nous permet de dire
©"Rp13,G° = Rq13,(5G").
Or, H*(i"Rp13,G°) = H*(*(Qs * G*)) = H*(Qs % G*)(ay- Donc, pour calculer
la fibre qui nous intéresse, il suffit de connaitre la restriction 7*G* de G* 4 la
pré-image Z := p13~'(a,b) = {a} x X x {b} de (a, b).

Nous avons

. . F* z si plg(fl?) € O(S),
(G°)r = (QS)Pu(r) O F pos(z) = pea(z)

0 sinon.

Considérons donc

D :=p1y7(O(s)) N Z = {(a,¢,b) | (a,c) € O(s)}).

Sia=gB,alors D = {a} x g- O(s) x {b} =P,
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Si sw < w, alors, par la décomposition de Bruhat, il existe un unique dy € D
tel que pa3(do) € O(sw). Pour d € D\{do}, nous avons po3(d) € O(w). Nous

avons donc

Fsw

si z = dy,
(g.|Z):z = .7:1:) siz € D\{do},
0 sinon.

Par ailleurs, si sw > w, nous avons pe3(d;) € O(w) pour d; := (a,a,b) et

p23(d) € O(sw) pour d € D\{d;}. Il suit que

f;) siz= dl,
(G°lz): = { Fo, size D\{d},

0 sinon.
|

Nous pourrions maintenant terminer 'induction que nous avons commencée

pour prouver que
h(F*xG®) = h(F*)R(G")

pour F*,G* dans S#(X), mais nous préférons reporter cela & la section 5.2.6

puisque nous sommes déja en mesure de terminer la preuve du théoréme de

Kazhdan-Lusztig.

5.2.5. Théoréme de Kazhdan-Lusztig

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat qui implique la

caractérisation des polynémes de Kazhdan-Lusztig annoncée dans l'introduction

de ce chapitre.

Théoréme 5.24. Pour tout w € W, on a
h(I;;) = Cy,

ot Cy, est I’élément du théoréme 1.17.
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DEMONSTRATION. Procédons par induction sur /(w). Nous savons déja que I’af-
firmation & prouver est vrai dans les cas ot {(w) = 0 ou 1 (voir les exemples 5.19
et 5.21).

Tel que mentionné & la section 5.2.1, pour pouvoir appliquer le théoréme 1.17,
il ne nous reste plus qu’a prouver que h(Z;) est stable sous l'involution ¢.

En appliquant A de chaque c6té de la décomposition obtenue au lemme 5.17,
et en utilisant les propriétés de h (proposition 5.9), on obtient

b & Z) = b+ T ahi)

r<w
ol a, := p(V?) est tel que a; = a, (car V,° est symétrique).

En appliquant & répétition le lemme 5.22 & h(%k;_, Z,), on trouve que

[]C:= @) + 3 0 hT2)

i=1 T<w
En supposant que h(Z;) = C; pour £ < w et en réarrangeant 1’équation

précédente, nous obtenons donc
.
M) =1]Ci-> a:C
i=1 z<w
11 en découle immédiatement que h(Z;,) est stable sous ¢, donc le théoréme 1.21

nous permet de conclure que

WI2) = Ch.

Puisque

hI3) = (I (X (w))) = ¢ 2h(ZC* (X (w))),

en comparant les coefficients de T, dans h(ZC*(X(w))) et ¢®)/2C,,, on obtient

immeédiatement le théoréme de Kazhdan-Lusztig.

Théoréme 5.25 (Kazhdan et Lusztig, [25]). Pour tout z,w € W, on a

Py = dim IH*(X(w)). ¢,

et, de plus, IH* (X (w)), = 0 s1 i est impair.
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On en tire directement le corollaire suivant.

Corollaire 5.26. Les coefficients des polynémes de Kazhdan-Lusztig sont des

entiers positifs lorsque W est un groupe de Weyl.

5.2.6. Dictionnaire

On sait d’aprés le corollaire 1.22 que les C,, forment une base de 5#(W). Soit
3%, (W) le sous-ensemble de S# (W) formé des éléments dont les coordonnées dans
la base (Cy)wew sont des polyndmes & coefficients positifs, c’est-a-dire que

#,.(W) = P N[g**|C..
weWw

Remarquons que %, (W) est clairement clos sous I’addition et la dualité ,
mais qu'il n’est pas clair a priori qu’il ’est également pour la multiplication.

Le théoréme 5.24 va nous permettre d’identifier J%, (W) avec 52(X).

Corollaire 5.27. L’application h : (X)) — s£.(W) est bijective.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que le théoréme 5.24 nous permet
d’affimer que h(F*®) € H4.(W) si F* € s(X).
La bijectivité de h découle du fait que 'on a un isomorphisme p : # — N[g*!/?]
et que les C,, forment une base de J€(W).
d

Nous pouvons également terminer ’induction commencée dans la section 5.2.4

pour prouver que h transforme la convolution en la multiplication dans 1’algébre
de Hecke.

Lemme 5.28. Pour w,w’ € W, nous avons

R(I% + o) = h(IZL)h(TL).



83

DEMONSTRATION. Procédons par induction sur {(w). Nous savons déja que le
résultat est valable si [(w) =0 ou 1 (lemmes 5.20 et 5.22).

Choisissons une décomposition réduite w = s - - - s, et utilisons le lemme de
décomposition 5.17 pour obtenir
*x I, =Pr.e. (5.2.1)
i=1 o<w

En multipliant & droite par Z;, et en utilisant les propositions 2.5 et 2.8, nous
obtenons

i A V.@I) + 12,
(i=1 > (GB )

z<w

= PV o I2) * I,

c<w

r<w
En appliquant h de chaque cdté et en se rappelant que V.3 = Q, nous obtenons,

grace au lemme 5.22,

(T10.)atzz) = hz e 220 + 3 0z ),

i=]1 r<w

ou a, := p(V}).
Par ailleurs, en appliquant tout d’abord h & 5.2.1 puis en multipliant & droite

par h(Z2,) dans S# (W), nous obtenons

<H C> h(Zo) = WIZo)R(Ta) + Y ax MIDATL).

z<w
Par notre hypothése d’induction, nous avons h(Z; x Z2) = h(Z:)h(Z;) pour
tout £ < w, donc en comparant les deux derniéres équations que nous avons

obtenues, nous pouvons conclure que

BTy + To) = hIL)R(TL,).

Corollaire 5.29. Pour F*,G* € 5#(X), on a

h(F* *G®) = h(F*)h(G*).
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DEMONSTRATION. Ecrivons
=PVveoI, et ¢"=EPWs L.
Alors, en utilisant les propositions 2.5 et 2.8, nous obtenons

F* G = PVa @Ws) ® (I« I.)).

w,w’

En appliquant h, nous avons donc, d’apreés le lemme 5.28,

h(F* *G*) = Z p(V2 @ W) R(TS « I2)
= Zp hZe)h(Zy)

_ (;pm)h(m)( (W2
— h(F*)R(G).
]

En combinant le corollaire 5.27 et avec ce dernier résultat, nous pouvons
conclure a posteriori que J%, (W) est clos sous la multiplication. C’est donc éga-
lement un semi-anneau, isomorphe & 5#(X). Les notions de dualité dans ces deux

semi-anneaux correspondent également.

Proposition 5.30. Pour F* € 5£(X), on a h(D(F*)) = t(h(F*)).

DEMONSTRATION. Si F* =@, Vo Q®I;,ona

h(D(F
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Cela nous permet également de conclure a posteriori que D et x commutent

dans J#(X).

Nous pouvons donc résumer la situation dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.31 (théoréme principal). Soit G un groupe algébrique compleze
réductif, W son groupe de Weyl et X sa variété de drapeauz. Alors, il existe un
isomorphisme h entre S#(X) et £.(W) préservant la structure de semi-algébre
ainst que la dualité. De plus, sous cet isomorphisme, les complezes d’intersections

translatés correspondent auz éléments de base de Kazhdan-Lusztig.

Le tableau suivant résume le dictionnaire établi par h entre S (X) et 5. (W).

I C,
¥ ® I3 | N[gtY/?]

L’application h établit donc une correspondance compléte entre le semi-anneau
de convolution 52 (X) et % (W), 'ensemble des éléments de ’algébre de Hecke
ayant un sens géométrique. Nous pourrions utiliser cette correspondance pour
faire des calculs explicites dans J#(X) en utilisant 1'outillage combinatoire de
S (W). Par exemple, on pourrait calculer explicitement les espaces vectoriels

apparaissant dans le lemme de décomposition 5.17.
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